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Doracaku nga matematika pér klasén e 7, 8 dhe 9 pér nxénés dhe arsimtaré nga
autorét Trajce Gjorgjijevski, Olivera Trifunovska, Lidija Filipovska dhe Mirko
Petrushevski éshté pérgatitur me géllim qgé tu jepet pérkrahje arsimtaréve dhe nxénésve
pér tema té caktuara gé mund té shfrytézohen né mésim plotésues. Doracaku pérmban 6
tema dhe 2 grupe detyrash. Temat jané:

e Metoda pér zgjidhjen e sistemeve té barazimeve lineare me dy té panjohura
e Planimetri elementare

e Gjasat elementare

e Induksioni matematikoré

e Hyrje né jobarazi

e Kongruencat né Z

Temat: Metoda pér zgjidhjen e sistemeve té barazimeve lineare me dy té panjohura,
elemente nga planimetria dhe elemente nga gjasat mésohen né shkollé fillore, kuptohet,
kétu jané dhéné me zgjerim té vogél. Disa pjesé té caktuara nga temat e theksuara mund
té shfrytézohen pér puné me té gjithé nxénésit né mésim té rregullt.

Temat: induksioni matematikoré, hyrje né jobarazimet dhe kongruencat né Z nuk
mésohen né shkollén fillore, por paragesin pjesé té réndésishme gjaté té mésuarit té
matematikés. Materialin qé e pérmbajné temat éshté i pérgatitur pér nxénésit qé duan ti
zgjerojné njohurité,e posacérisht éshté i vlefshém pér punén me nxénés té talentuar nga
matematika, né orét e mésimit plotésues.

Gjithashtu, pérmbajtjet konkrete né temat do té jené me réndési té vegcanté pér arsimtarét
gjaté planifikimit té mésimit plotésues.

Né veté temat ka numeér té madh detyrash té zgjidhura, dhe me té kuptuarit e tyre do té
pérfitohen ,vegla té forta matematikore” té cilat né kohét mé té reja shpesh heré
mundésojné zgjidhjen me sukses té detyrave nga garat matematikore.

Pas temés sé treté ka mbi 200 detyra té dedikuara pér té gjithé nxénésit nga klasa e 7, 8
dhe 9 pér té cilat ka pérgjigje. Né fund té temés sé gjashté ka mbi 100 detyra té cilat u
dedikohen nxénésve mé solid dhe pér nxénésit qé marrin pjesé né mésimin plotésues dhe
pér té njéjtit jané dhéné zgjidhjet.

Autorét vlerésojné se me shfrytézimin e doréshkrimi dukshém do té shtohet dituria e té
gjithé nxénésve né matematiké, si dhe interesi pér puné me nxénésit mé solid, dhe
njékohésisht do té rritet suksesi né garat matematikore.

Falénderim deri te recensentét pér sugjerimet e tyre me té cilat éshté pérmirésuar
kualiteti i doréshkrimit.

Autorét



TEMA 1

Metodat pér zgjidhje té sistemeve prej dy barazimeve lineare me dy
té panjohura

Né kété temé jané dhéné metodat pér zgjidhje té sistemeve prej dy barazimeve lineare
me dy té panjohura dhe diskutimet pér zgjidhjet metodat e Kramerit, metoda grafike e
zévendésimit, metoda e barazimit, metoda e koeficienteve té kundért dhe algoritmi I
Gausit mé sé shpeshti shfrytézohen, ndérsa metodat: metoda e koeficienteve té liré té
kundért, metoda e sjelljes sé koeficientit té proporcionalitetit, metoda e vizatimit té
drejtézés népér pikén (0,0) dhe metoda e koeficienteve té barabarté dhe tranzitivitetit,
rrallé shfrytézohen dhe géllimi joné éshté té paraqiten té gjitha metodat e theksuara.

ax+by=c

byci —bic; a;c;— az ¢

ab, — azb,"ay b, — a, by
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Pér zgjidhjet e sistemit té barazimeve lineare me dy té panjohura

Secili sistem prej dy barazimeve lineare me dy té panjohura x dhe y mund té sjellet deri
te ashtuquajtura forma e pérgjithshme:

{alx +by=c
a,x + b,y =c,

Kua, ,a,, by, byjané numra real té dhéné.

(I) SISTEMITRREGULLT (Anét e majta té dy barazimeve nuk jané proporcionale, gjegjésisht

b_ * —) Secili sistem i rregulluar ka njé zgjidhje té vetme (x,y). Duke e shikuar
1

g]eometrlklsht, barazimet qé e formojné sistemin paraqgesin drejtéza joparalele dhe pér
até shkak ato né prerje kané njé dhe té vetmen piké(x,y). Bashkésia e zgjidhjeve
Mpérbéhet nga cifti i renditur i numrave real x dhe y.

3x—4y=-1
Shembull 1: Sistemi rregullaré {Sx N 7§ 12 ka bashkésiné e zgjidhjeve M = {(1,1)}.

(INSISTEM KUNDERTHENES (Anét e majta té dy barazimeve jané proporcionale por ai
az

b
kundérthénés nuk ka zgjidhje. Shikuar gjeometrikisht, barazimet qé e formojné sistemin
paragesin dy drejtéza té ndryshme paralele.

Shembulli 2: Sistemi kundérthénés {3x —4y=-1

a
proporcionalitet nuk bartet né anét e djathta, gjegjésisht b—l == - ) Secili sistem
1

ka bashkési té zgjidhjeve té zbrazét
gjegjésisht. M = @.

(I11) SISTEM I PA PERCAKTUAR (Anét e majta té dy barazimeve jané proporcionale dhe ai

proporcionalitet bartet edhe né anét e djathta, g]eg]es1sht = % = C—) Secili sistem i
1 2 2

papércaktuar ka bashkési té€ pafundme t€ zgjidhjeve. Shikuar gjeometrikisht, béhet fjalé pér njé

drejtéz ose 1 téré€ rrafshi.

3x—4y=-1

9% — 12y =-3

M_{(Syl ) } P
= ,V):y € R qé paraget térésiné e pikave té cilat formojné drejtéz.

Shembull 3: Sistemi i papércaktuar { ka bashkési té zgjidhjeve

. . . 0-x—0-y=0
Shembull4: Sistemi i papércaktuar {O X=0-y=0

M = R X R e cila paraget térési té pikave né rrafsh.

ka bashkési té zgjidhjeve

Si¢ theksuam, né vazhdim do té pérshkruajmé disa metoda pér zgjidhje té sistemit
rregullar.
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Metoda e Kramerit

B

L t"'t"|a
e té jeté y 8

“ ad — By (kjo shprehje quhet determinanté).

a1 x +byy=c L .
1 =60 shqyrtojmé tri determinanta:

Pér sistemin
{azx + b,y =c,

c1by
c2b,

a, by
ab,

ai¢q
A= g Cle - Czbl dhe Ayz |a2C2 déf a]_Cz - a2C1.

def ale - azbl, sz

E para quhet detrminanta e sistemit, e té tjerat jané determinanta té shogéruara me té
panjohurat x dhe y, pérkatésisht.

Formulat vijuese té Kramerit e pércaktojné zgjidhjen e vetme té sistemit rregullar
(gjegjésisht sistemit qé ka determinanté A té ndryshme nga zero gjegjésisht pér té cilén
vlen a, b, # a,b,):

X = Ay _ byei—bicy By _ ajc—azc
- A - albz—azbl’ y - A - a1b2—a2b1

3x—4y =-1

Shembulli 1: {Sx +7y =12

13 -4|_ _ -1 -4 ) a1y i
a=]7 70| =21+20=41,8,= | 7|_ 7+48=41,04,= |7 O|=36+5=41
_ B _ 41 _ S
¥=r T o byEa Tl




DORACAK NGA MATEMATIKA PER NXENES TE KLASES SE VI, VIII DHE IX-TE
DHE PER ARSIMTARET E TYRE

Metoda Grafike

Le té jeté dhéné sistemi né formé té pérgjithshme pér té cilin vlen a;b, —a,b; # 0
gjegjésisht.a; b, # a,b;. Tashprehim té panjohurén ynépérmjet x nésecilén nga barazimet
té sistemit:

— a-ax
a1x+b1y: Cl — y_ bl
a,x + b,y =c C2—dax
2 2Y 2 y ==

2

Késhtu fitojmé barazime eksplicite té dy drejtézave joparalele. I tabelojmé:

X -1 0 1 X -1 0 1
C1+a1 C_]_ CcCi1—aq C2+a2 C_Z Cyr—ay
Y by by by Y by b b

Ay
ax +by=c¢
a M=b2C1_b1C2,a1C2_a201
by arb; —azby ay by — a; by
-
0 x
2
b,
_ baei=bicy  _ aycp—apcy
- albz—azbl' - albz—azbl

10
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3x—4y=-1

Shembulli 2: {Sx +7y =12

4 3 1 y_3x+1
y=3x+ T4
{7y=12—5x =), _12-5¢
y=—7
X -1 0 1 X -1 0
1 1 17 12
y -3 2 1 y - -




DORACAK NGA MATEMATIKA PER NXENES TE KLASES SE VI, VIII DHE IX-TE

DHE PER ARSIMTARET E TYRE

Metoda e zévendésimit

Parakusht éshté qé sé paku njéri nga koeficientét a,, a,, b;, b, téjeté i ndryshém nga

zero, té themib; # 0.

_c1—agx
{alx + bly = Cl a1x+b1y=cl y - bl
c1—a1x —
GX + by = ¢, Y=g azx + by L bflx =c,
_ szl—blCz _ alcz—azcl . b b 0 . b b
= X = h—ab; Y T aby—arb; (pér a,b, — a,b; # 0,r=a.é.a,b, # a,b;).
3x—4y=-1 4y =3x+1
Shembull 3: {5x +8y =13 _ 3x4+1
_ 3x+1 "
== {x _ B
= = _ = M={1,1D}
5x + 825 =13 y=1

Metoda e barazimit

Parakusht éshté a,, a, # Ooseb;, b, # 0. Té marrim se by, b, # 0.

{

szl—b1C2

= X =
ajby—azby’

3x —
5x + 8y

4y =-1

Shembulli 4: { — 13

— C1—a1x
a,x + bzy =Cy _ C2—apx
y ="
€1—a1X  Cp—aX
by B b,
aiC,—ancC
_ 3x+1
T4 x=1
8

12
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Metoda e koeficienteve té kundért

{alx + bly = C1 / bz
ax + by =c¢; /- (-by)

— {albzx + blbzy == bzcl
- aybyx — bibyy = -byc,

_ byey—=bycy _a16;—apC i _ ..
= x = aby—aby Y = aiby—ayh (pér a,b, —a,by # 0,a.6. a b, # a,b,).
3x—4y=-1 /-2 6x —8y =-2 X = _
Shembull 5: {Sx + 8y — 13 {5x+ oy —13 = {y _, = M={Q@}

Algoritmi i Gausit

Parakusht éshté qé sé paku njéri nga koeficientét a,, a,, b;, b,té jeté i ndryshém nga
zero, té marrim qé a; # 0.

b c
{a1x+b1y=cjL /raq — x+_}’=a_ /(- ay)
ax+ by =c, !

by cq
x+—y=—+
a a
aiby—azbq axCq
O+———y=c, —
C1 a;

= (a1hy — azby)y = ajc; — acy

_ac—axcey _ byeg—bio

f—t = =
Y = @ b—ay by * T ayby—azh,

(per a1b2 - a2b1 #: 0, a.é.a1b2 #: azbl).

- . _A_ 1,
Shembulli6:{3x dy=-1/:3 _, {" 3V =-3 /" (=5)
Sx +8y =13 5x + 8y = 13

Pasi ta shumézojmeé barazimin e paré me -5, e shtojmé né té dytén dhe fitojmeé:

Xx—2y=-1 X—2y=-1

37773 37773 x=1

20 5 = Y44 44 = { _q = M={QD}
O+(?+8)y—§+13 3Y=3

13
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Metoda e koeficienteve té liré té kundért
{a1x +biy=c [/ (-¢3)
ax+byy=c, /1

— {‘ a,c3x — bycy =-c¢q¢y
a,c1x + byc1y = c1¢5

= x(azc; — ascz) = y(byc; — bycy)

_ bica—bycy
azc1—aic

= X

bicy—byc

azc1—asC2
(a;byc; — aybycq + azbicy — agbicy)y = cq(azer — ascy)

c1(aib; — azby)y = ci(azc; — ascy)

_ aj Cr—apCcq _ szl—blCZ . _ .
= y= a1 by aghr' X = aiby—agh, (pér a;b, — a,b; # 0,a.6.a1b, # a,b,).
(3x—4y=-1/-13 39x — 52y =-13 _ _
Shembull 7: {7 ¥ = = orvoy otz = Mr=tty = x=y

3x—4x=-1 = x=1,y=1 M={11)}

14
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Metoda e vénies sé koeficienteve té proporcionalitetit

{a1x+b1y:C1 / Cy
ax + by =c; /- (-¢1)

{G.lCZX + b1C2y = (16,
—ayC1X — szly =—-C1C;

(aicz —azcy)x — (bycy — bic)y =0

(aic; — azcy)x = (bycg — bicy)y

ad = 4 =k

byci—bic;  aicx—azcq

x = (bycy — bicy)k; y = (a1¢; — azeqdk
ay(bycy — bic)k + by(ayc; — aze )k = ¢
k(aibycqy — arbic, + agbic; — azbicy) = ¢

_ 1
ajb;—azby

_byci—=hicy a1 c—azcq

= x= albz—azbl’ y - aq bz— ap bl

(pér a,b, — ayby # 0,a.6.a;b, # a,by).

o (3x—4y=-1/-13 39x — 52y =-13 _
Shembu1118.{5x_|_8y=13 {5x+8y=13 = 44x — 44y =0,
iegjésisht. 44x = 44 i kurrjedh — = 2 = k
gjegjésisht. 44x = 44y, prej ku rrje iy
x =44k, y =44k
344k —4-44k =-1
132k — 176k =-1
44k =1
_1 —a4.-L _ R S
k—44=>x—44 44—1,y—44 44—1.

15
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Metoda e vizatimit té drejtézés népér pikén (0,0)

e Vizatohet drejtéza népér pikén (0,0)
e Shfrytézohen piképrerjet me boshtet

{alx +by=c /- (-¢)
ax+byy=c, /-y

{‘ a1C3X — biCy =-¢1¢,
a,c1x + byc1y = ¢1C;

ap 1— a1 6

= y=3 X - vizatojmé drejtéz népér pikén (0,0).
16— by cq
vizatojmé dhe a;x + byy = ¢;. Pérx =0,y = %; y=0,x= 2—1
1 1

A

y
\ a,c1— a; ¢,
=———x
¢ Y by c; — by ¢y
a,
_ szl _b]_CZ al CZ - a2 Cl
_albz_azbl,al bz_ a2 bl
0 c X
a;
ax+by=c¢
\ ’

.o (3x—4y=-5 /14
Shembulh9.{4x+ 5y =14 /-5 3] y =2x
42x — 56y =-70 2
{ZOx +25y = 70 = 62x =31y = y = 2x. M(1,2)

14
Pérx =0,y =0;pérx=-1, y =-2.
Nga 4x + 5y = 14 fitojmé: -2 -1 1 2 3 4 x
Pérx=0,y=1—54; 1]
7 4x + 5y = 14

Péry =0,x = > oy
Zgjidhje:x =1, y = 2.

16
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Metoda e koeficienteve té barabarté dhe tranzitiviteti

{a1x+b1y = [ra;
a,x+b,y=c, [ray

{alazx + a,b1y = aycq
a,a,x + a;b,y = a ¢,

{alazx = ayC1; — azb1y
a10,Xx = a1C; — a1byy

= a,c; — azb;y = a;¢c; — a1 byy

= a;1by — azbiy = a1¢; — azcq

- y= % (per albz - a2b1 * O,a.é.albz * azbl)
a;x = c; — byy
_ _ aj Cr—ap Ccq
a;x = ¢, — by @1 by—ay b,
= X = M (per albz - azbl * O, a.e. albz * azbl).
albz—azbl
.~ (3x—4y=-5 /-4 12x — 16y =-20 12x =-20+ 16y
Shembulli 10: {4x +5y=14 /-3 {12x +15y = 42 = {12x — 42— 15y

~20+16y =42 — 15y = y =2

3x—4:-2=-5 = x=1.

17
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TEMA 2

Elemente té planimetrisé

Né kété temé jané pérdéftuar teoremat elementare té gjeometrisé sé rrafshit té
ashtuquajtur planimetri. Béhet fjalé pér teoremat e Talesit, teorema e Euklidit, teorema e
Pitagorés dhe teorema e kundért e Pitagorés, teorema e Heronit, si dhe pér disa formula
mé té réndésishme pér pérdéftimet e té cilave zbatohen teoremat e pérmendura.

b a
P
b b?
P b
P
a az a
P
b a
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1. Kéndet
Teorema: Secilét dy kénde té kryqgézuara jané té barabarté.

Pérdéftim:
a+p=y+p=180°
Rrjedh se a =Y.

Teorema: Secilat dy kénde pérkatés, té fituar gjaté prerjes sé dy drejtézave paralele me
transversale, jané té barabarté.

Pérdéftim:

Mjafton té tregojmé baraziné e kéndeve a dhe y. Si
kénde té kryqézuara, té barabarté jané y dhe 3.

Le té jeté O piké e mesit e segmentit e cila éshté e
o) preré né transversalen. Té térheqim népér O
™ drejtéz e cila éshté normale né drejtézén a dhe b.
|

I

Dy trekéndéshat qé fitohen jané té pérputhshém
(sipas KBK). Nga kétu a = (3.

Teorema: Shuma e kéndeve té brendshme né ¢do trekéndésh éshté180°.

Pérdéftim: Té térheqim népér kulmin C Drejtézén qé éshté
C paralele me AB. Atéheré,

gjegjésisht a + f + y = 180°.

Pasoja: Pér ¢do trekéndésh, kéndi i jashtém te cilido kulm éshté i barabarté me shumén e
dy kéndeve té brendshém jofqinjé me té.
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Pérdéftim: rjedh drejtpérsédrejti nga barazimi a + f +y = 180°.
Gjegjésisht, 180° —a = + .

180°-a /4 B

Pasojé: Né secilin trekéndésh barakrahés, kéndi i jashtém né kulm éshté dy heré meé i
madh se kéndi i brendshém né bazé.

Teorema e Talesit: (kéndet periferike) Le té jeté AB harku i rrethit. Atéheré secili kénd

periferik mbi harkun AB éshté dy heré mé i vogél se kéndi gendroré mbi harkun AB.

Pérdéftim:

(rasti paré) (rasti dyté) (rasti treté)

Té shénojmé me O gendrén e vijés rrethore dhe le té jeté C piké e vijés rrethore e cila nuk
shtrihet né harkun AB.

Rasti i paré: C shtrihet né diametrin e njéjté me A ose B.
Atéheré, pohimi shndérrohet né pasojén paraprake.

Rasti i dyté: C éshté piké e brendshme e harkut té kundért diametral té AB. Té térheqim
diametér té vijés rrethore i cili kalon népér pikén C dhe le té jeté pika D skaji

tjetér. Sipas rastit té paré, <ACD = %qAOD dhe «DCB = %qDOB, Dhe mjafton

ti mbledhim dy barazimet e fundit.

Rasti i treté: C shtrihet jashté harkut té kundért diametral té AB. Pérséri té térheqim
diametér té vijés rrethore qé kalon népér pikén C dhe le té jeté pika D skaji

21



DORACAK NGA MATEMATIKA PER NXENES TE KLASES SE VI, VIII DHE IX-TE
DHE PER ARSIMTARET E TYRE

tjetér. Kété heré i zbresim barazimet (mé té vogél nga mé e madhe)

ZACD = %{AOD dhe <DCB = %{DOB.

Vérejtje: Pér shkak té teoremés sé méparshme, e zakonté éshté qé madhésia e kéndit
gendroré mbi harkun ABté shénohet gjithashtu me AB. Késhtu, madhésia e secilit kénd

1~
periferik mbi até hark éshté 2 AB.

Pasojé: Kéndi periferik mbi ¢do diametér né vijé rrethore éshté kénd i drejté.

Vlen edhe pohimi i kundért. Vendi gjeometrik i pikave C nga rrafshi nga té cilat segmenti
i dhénéAB ,shikohet” nén kénd té drejté, gjegjésisht pér té cilat vlen <ACB = 90°, paraqet
vijé rrethore me diametér AB (pa pikat A dhe B).Kjo rrjedhé drejtpérsédrejti nga e ashtu

quajtur ,teorema pér kénde né vijé rrethore”.

Teorema: Pér kéndet adhe f té treguar né vizatimin e mé poshtém vlejné barazimet:

(i) @ = 3AB—5CD (i) f =

1XB+%CD

N =

Pérdéftim: Duke e shfrytézuar barazimin bazé té kéndit té jashtém té trekéndéshit, fitojmé
se: (i) @ = <ADB — <DAC, (ii) B = <ACB + «DAC.

Pasojé: Le té jetéABdiametér i vijés rrethore kdheyéshté kénd konveks né rrafshin me
kulm E krahét e té cilit kalojné népér pikat A dhe B, pérkatésisht. Atéheré:

(i) pika Eshtrihet jashté vijés rrethore knése dhe vetém nése yéshté kénd i ngushté;
(ii) pika E'shtrihet né brendi té vijés rrethore knése dhe vetém nése yéshté kénd i gjeré;

(iii) pika E'shtrihet né vijé rrethore knése dhe vetém nése yéshté kénd i drejté.
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2. Syprina

Sibazé (dhe pa pérdéftim) do ta marrim pohimin vijues pér syprinén e drejtkéndéshit.
Teorema: Syprina e drejtkéndéshit me brinjé a dhe b éshté ab.

Vérejtje: Pérdéftimi rrjedh nga kornizat e pohimit té zakonshém ,naiv ose laik“ té
kuptimit pér sypriné té figurave né rrafsh, dhe pér até shkak nuk i japim ndonjé réndési
té posacme.

Teorema: Syprina e paralelogramit me brinjé a dhe lartési pérkatése /4 éshté ah.

Pérdéftim:

Nga vizatimi rrjedh se syprina e paralelogramit

éshté e barabarté me syprinén e drejtkéndéshit
| e brinjé adhe A.
|
h I Duke patur parasysh se Ky paralelogram me
' térheqgje té njé diagonal éshté ndaré né dy
-4 trekéndésh té pérputhshém, nga teorema
a

paraprake e fitojmé formulén vijuese pér

syprinén e trekéndéshit.

h
Pasoja: Syprina e trekéndéshit me brinjén a dhe lartési pérkatése A éshté a?.

+b
Teorema: Syprina e trapezit me bazé a dhe b dhe lartési /4 éshté aT h.

Pérdéftim:

Nga vizatimi rrjedh se syprina e trapezit Eshté e

barabarté me syprinén e drejtkéndéshit me brinjé

a*b the A
2
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Teorema e Talesit: (segmentet proporcionale) Krahét e kéndit té dhéné AOA' jané preré
OA OAr AAr

nga dy drejtéza paralele AA’ dhe BB'. Atéheré vlen — = = :
OB OB/ BB

AI

/O A
A’

Pérdéftim: Ta pérdéftojmeé fillimisht barazimin OB~ 0B/
BB' rrjedhé P,ga = Pygia, (vizatimi majtas). Nga Kkétu, Ppga, = Poap: gjegjésisht

. Pasi qé trekéndéshat 0AA’" dhe OBA’ kané lartési té pérbashkét, sipas

. Nga drejtézat paralele AA’ dhe

Poaar _ Poaar

Popar  Poasr
POAAI 0OA . . . . : A
S = Né ményré analoge pérfundojmé

formulés pér sypriné té trekéndéshit, vlen
Popar
0A OAr

Poaar _O0Ar .
——— = —, qé e vérteton barazimin — 3
OB OB

se =
POABI OB/

N
B
. ~ -
'\\ N
AN =S
A AN
AN [N
N, . M,

'\\ i \\
N i )

P | N

A 'h\* - i AN
SN T S

- “, i \

by ] \
\, ~ ,
Y ! - )
., { . '\\
p N S N,
P o \
7 N -
S ot -
e A \-\ N, B
, A v
// AN N //
h N
5, Y
i
",
N,
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0OA AA
Qé té vértetojmé barazimin O—B: = B—B:, népér pikén A’ térheqim drejtéz paralele me
krahun OA. Drejtéza e térhequr le té preje drejtézén BB’ né pikén C (vizatimi djathtas).

Nga paralelogrami ABCA' rrjedh se AA" = BC. Sipas proporcionit té pérdéftuar (e zbatuar
BrAr _ BiC _ BEI-AAT A4/

pér <OB’'B dhe drejtézat paralele A'C dheOB), = = =1—-—.Nga
B/O  BIB BB/ BB/
., AA ArBr OB'—AIBr  0Ar
ketu, —=1- = = —
BB/ OB/ OB/ OB/

Teorema: Né ¢do trekéndésh, rrezja R e rrethit té jashtéshkruar éshté e barabarté me
herésin e prodhimit té tre brinjéve a, b dhe cme vlerén e katérfishté té syprinés S té
trekéndéshit, gjegjésisht

abc
R —_ 4_5.

Pérdéftim: NgaxDAC = «BMC (si kénde periferik)
(o

Rrjedh se AADC~AMBC. Domethéné h, : b = a: 2R, giegjésisht Vlen 2R = 5. Nga § = &

e 2
fitojmé se h, = TS Nga kétu rrjedh barazimi i déshiruar R = i—i,c.

Teorema: Né ¢do trekéndésh, rrezjare rrethit té brendashkruar éshté e barabarté me
herésin e syprinés Sdhe dhe gjysméperimetrin s té trekéndéshit, gjegjésisht

S a+b+c
r==kus = .
S 2

Pérdéftim: Nga vizatimi keml NS PAABC = PAABO + PABCO + PACAO'

N cr ar a+b+c
Domethéné S= — +

2 2

+ %,gjegjésisht S=r-

P
Nga kétur = 5
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S
Vérejtje: Formulat R = CZ—bSC dhe r = 7 né rastin e trekéndéshit barabrinjés me brinjé a

a3 dher=a—\/§

fitojné formén R = = -

3. Teoremat e Euklidit dhe Pitagorés

Teorema e Euklidit: Né ¢do trekéndésh kénddrejté me hipotenuzé ¢ (duke i shfrytézuar
shenjat nga vizatimi) plotésohen tre barazimet vijuese:

C
a‘= pc
b2=gqgc
h= pqg b h a
A 1 D 7 B

Pérdéftim: Té shénojmé se AABC ~ ACBD dhe AABC ~ AACD. Nga kétu kemi se

a:p=ci:a=b:h=>b:gq=c:b=ah
= a? = pc dhe ah = pb = b? = qc dhe bh = aq.

Duke i shumézuar barazimet ah = pb dhe bh = aq fitojmé ab - h* = ab - pq.
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Teorema e Pitagorés: Né secilin trekéndésh kénddrejté syprina e katrorit té ndértuar mbi
hipotenuzé éshté e barabarté me shumén e katroréve té ndértuar mbi katete.

CZ

a? a

b2

Pérdéftimi paré: Mjafton té vérehen prerjet vijuese té katrorit me brinjé a + b:

b a
P
b bh?
b = b
P
a a a2 a
FJ
b a

27



DORACAK NGA MATEMATIKA PER NXENES TE KLASES SE VI, VIII DHE IX-TE
DHE PER ARSIMTARET E TYRE

Pérdéftimi dyté: Nése «C éshté i drejté. Sipas teoremés sé Euklidit,

{az = pc
b? = qc.

Nga kétu,
a?+b*=pc+qc=(p+q)c=c’

Teorema e kundért e Pitagorés: Nése né trekéndésh me brinjé g, b dhe ¢ vlen barazimi

é=a+ b,
atéheré kéndi i brendshém pérballé brinjés céshté i drejté.

Pérdéftim: Do té pérdéftojmé pohimin vijues mé té forté: Nése ABC éshté trekéndésh me
brinjé a = BC, b = AC dhe ¢ = AB. Vlen:

(I) nése <ACB < 90°, atéheré c? < a? + b?;
(1) nése LACB > 90°, atéheré c? > a? + b?.

Pérdéftimi i (I): Lartésia e léshuar nga cilido nga kulmet A dheB éshté né brendi té
trekéndéshit ABC (sepse <C < 90°).

A c B

Me shenjat nga vizatimi (x = CD,y = BD), duke e shfrytézuar teoremén e Pitagoreés,
kemi:

a’? = (x+y)? =x? + 2xy + y?
b2 = h? + x?
c? =h%*+y2

Ngakétu, a? + b% = ¢? + (2x? + 2xy) = c? + 2x(x + y) = ¢? + 2xa > c>.
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Pérdéftimi i (II): Lartésia e 1éshuar nga cilido kulm A dhe B éshté né pjesén e jashtme té
trekéndéshit ABC (sepse «<C > 90°).

B

Me shenjat nga vizatimi (x = CD,y = BD), duke e shfrytézuar teoremén e Pitagorés,
kemi:

a’ = (y —x)? = y? — 2xy + x?
b2 = h? + x2
c? = h? +y2.

Nga kétu, a? + b% = ¢? — 2xy — 2x%) = ¢? — 2x(y — x) = ¢? — 2xa < c>.

4, Dy zbatime té teoremés sé Pitagorés

Teorema: Te secili paralelogram, shuma e katroréve né diagonale éshté e barabarté me
shumén e dyfishté té katroréve té brinjéve, gjegjésisht.

d.? +d,? = 2(a? + b?).

Pérdéftim: Duke i shfrytézuar barazimet d;* = (a+x)%+ h,> dhe x2+ h,’ = b?,
fitojmé

di’ = (a+x)%+b%—x2. (1)
D C
d1 ha
b
A a B *
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Duke i shfrytézuar barazimet d,? = (a — x)2 + h,? dhe x2 + h,” = b2, fitojmé

d,> = (a — x)% + b% — x2. (2)
D C
b h,
A x a-x B

Duke i mbledhur (1) dhe (2), pérfundojmé se
d,* +dy? = a? + 2ax+x% + b% — x% + a?® — 2ax+x% + b% — x2,
gjegjésisht

d? +d,? = 2(a? + b2).

Teorema e Heronit: Pér syprinén e trekéndéshit me brinjé a, b dhe c vlen formula

a+b+c
>

P= \/s(s —a)(s—b)(s—c), kus =

Pérdéftim: Pa e humbur pérgjithshmériné, nése <A dhe «B jané kénde té ngushté.
Lartésia e léshuar nga kulmi C éshté né brendi té trekéndéshit ABC. Me shenjat e vizatimit
té poshtém kemi se

h.*> = a? —m? dhe h,? = b% — (c — m)>.
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Duke i barazuar anét e djathta,

2 2

a’? —m? = b%? — c¢? + 2cm — m?
e N o a?+c2—b*
Fitojmé se pér m vlen barazimi m = —

2
2 2 2 242 2 2402 2
- +c2—b +c?-b” aftct=b”
Domethéné, hc2 =a’ - (a ;c ) - (a -= ;c ) (a += ;C )

__ 2ac—a®—c?+b? 2ac+a®+c?-b? _ b*-(a-c)®* (a+c)®-b?
2c 2c 2c 2c

_ (b—a+c)(b+a-c)(atc—b)(a+b+c)
- 4c2 '

Prej kétu P2 = c?he® _ c?(b—a+c)(b+a—c)(atc—b)(a+b+c)
4 16¢2

_ (b—a+c)(b+a—-c)(a+c—b)(a+b+c)
16 '

Nga a + b + ¢ = 2s del se:
b+c—a=2(s—a),

a+c—b=2(s—Db),

a+b—c=2(s—c).

Me kété e pérdéftuam formulén e Heronit P = \/s(s —a)(s—b)(s —c).

Vérejtje: Formula P = \/S(S —a)(s — b)(s — ¢), né rast té trekéndéshit barabrinjés me

azJ3

brinjé a fiton formén P = 2
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TEMA 3

Gjasat elementare

Né kété temé jané véné kuptimet themelore nga e ashtuquajtura gjasa klasike diskrete.
Kaptina fillestare paraget hyrje elementare né kombinatoriké népérmjet té njoftimit me
kuptimet pér numér té elementeve té bashkésisé sé fundme dhe principet pér numérim
té shumés dhe prodhimit. Né kaptinén e dyté shkurtimisht jané shqyrtuar kuptimet
themelore né lidhje me hapésiré té fundme té gjasave dhe gjasa klasike. Kaptina e fundit i
pérket kuptimeve pér pavarési té ngjarjeve dhe gjasé té kushtézuar.
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1. Numérimi kombinatorial
Té pérkujtohemi fillimisht né tre kuptime themelore pér rifigurimin f: A— B:

e f éshté injeksion & nuk ekzistojné a,,a, € A, ashtu qé a, # a, dhe f(a;) = f(a,),
e  éshté surjeksion & pér ¢do b € B, ekziston a € A, ashtu qé f(a) = b,
e f éshté bijeksion & f éshté injeksion dhe f éshté surjeksion.

Me ndihmén e kuptimit té fundit mund té sqarojmé se cka nénkuptohet nga bashkésia e
fundme:

Definicioni: Pér bashkésiné e zbrazét, me shenjén @, themi se ka 0 elemente, ajo shénohet
me |@|= 0. Pér bashkésiné jo té zbrazét S themi se ka n elemente (pér n € N numér té
pérgjithshém té dhéné) nése ekziston bijeksion f: {1, 2, ..., n}— S. Né até rast, shénojmé
|S|=n.

Pér secilén nga bashkésité e pérshkruara themi se éshté e kufizuar ose e fundme.
Vérejtje: Ekzistojné edhe té ashtuquajtura bashkési té pafundme, gjegjésisht bashkési qé
nuk jané té fundme ose té kufizuara me elemente. BashkésiaNnga té gjithé numrat
natyroré, bashkésiaZnga té gjithé numrat e ploté, bashkésia e Q e té gjithé numrave
racional ose thyesave, bashkésia Re té gjithé numrave real, jané disa shembuj té

bashkésive té pafundme.

Numérimi kombinatorial si bazé problematike ka gjetjen e numrit |S| pér bashkésiné e
fundme té dhéné S.

Dy principet themelore kombinatorial jané:
(D) Principi i shumés

Nén particim té bashkésisé sé dhéné A nénkuptohet familja {B1, Bz,..., Bn} nga bashkésité
disjunkte Bi (i=1, 2, ..., m), unioni i té cilave éshté A.

Principi i shumés: nése By, By, ..., B, éshté particim té bashkésisé sé fundme A, atéheré

|Al = [By| + |B2| + ... + [Bpl.

Shembull 1: Né njé kuti me toptha ka vetém té bardhé, toptha té kuq dhe té zi Nése ka
gjithsejté 4 toptha té bardhé, 2 té kuq dhe 5 té zi, atéheré sa toptha ka né kuti?

Zgjidhje: Le té jeté bashkésia A e topthave né kuti, e Bi, B2 dhe B3 jané, né radhé,
Nénbashkésité e topthave té bardhé, té kuq dhe té zi. Atéheré, {B1, B2, B3} éshté particim i
A, prandaj |A| = |B¢| + |B2| + B3| =4+ 2+ 5 = 11.
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(1) Principi i prodhimit
Le té jeté T bashkési me vetiné gé secili element mund té zgjidhet né ketapa Sy, S5, ..., Sk
ashtu qé pér ¢do i =1,2,..,k, né i- hapin S; ka sakté r; ,zgjedhje” té mundshme,

pavarésisht nga ajo se si jané realizuar (¢faré zgjedhje jané béré né) hapat Sy, S5, ..., Si_1-

Principi i prodhimit: Né até rast |[T| =1y - 1y - ... 7%

Shembulli 2: A-ja do gé gjaté javés sé ardhshme, njé dité pér dreké té pérgatit peshk, njé
dité té pérgatit bizele dhe njé dité té pérgatit oriz. Né sa ményra A-ja mund ta realizojé
kété ide té saj?

Zgjidhje: Le té jeté
S1: té zgjidhet né cilén dité nga java do té keté peshk

S2:té zgjidhet né cilén dité nga java do té keté bizele

Ss3: té zgjidhet né cilén dité nga java do té keté oriz

Atéheré r; = 7, , = 6 (sepse njé dité éshté ,e rezervuar” pér peshk), e r; = 5 (sepse dy
dité paraprakisht jané,rezervuar). Sipas principit té prodhimit, numri i mundésive pér
amvisen A-jaéshté7-6-5 = 210.

Zbatimi mé i thjeshté i principit té prodhimit éshté formula

|A X B| = |A] - [B],

E cila e pércakton numrin e elementeve né prodhimin e Dekartit té dy bashkésive té
fundme.

Shembull 3: Né sa ményra mund té renditen (njéri afér tjetrit) numrat 1, 2 dhe 3? Me fjalé
tjera, né sa ményra mund té formohet listé me gjatési 3 nga numrat 1, 2 dhe 3?

Zgjidhje: Té caktojmé tre vende té zbrazéta: __ __ _ . Péri=1,2,3,letéjeté
S;: plotésimi i vendit té /-té té zbrazét (nga e majta nga e djathta)

Atéheré r, = 3, r, = 2 dhe 13 = 1, prej ku del se renditje ka gjithsejt3 -2 -1 = 6.
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Definicioni: Pérn € N, me n! (lexohet: n faktoriel) shénohet prodhimi in numrave té paré
natyroré, gjegjésisht.

nn=n-(n-1)-(n-2)-...-2-1.

Né kété kontekst, 0! E jep numrin 1.

Nén permutacion té bashkésisé sé fundme S nénkuptohet bijeksioni f:S — S.

Shembull 4: Pér n € N, le té jeté S = {1, 2, .. ,n}. Secili permutacion f:S — S mund té
paragqitet si listé me gjatési ne pérbéré nga numrat 1, 2, ..., n. Gjegjésisht, ajo éshté lista

f) f2) - f().

Shembulli paraprak sugjeron se:

Numri i permutacioneve i bashkésisé me n elemente éshté n!

Do té pérdéftojmé pohim né formé té pérgjithshme. Pér bashkésiné e dhéné S dhe k € N,
me k - variacioni i S nénkuptohet injeksioni f: {1,2, ..., n} — S. Secila k - variacion f mund
té identifikohet me listén vijuese me gjatési k:

fQ) £(2) - f (o).

Nga kjo, duke e shfrytézuar principin e prodhimit dhe duke menduar né ményré analoge
si né shembullin 3, fitohet se:

Numri i k - variacioneve té bashkésisé me n elemente éshté:
n-n—1)-..-(n—k+1)

Vérejtje: Numri i pérgjithshém i k-variacioneve té bashkésisé me n elemente zakonisht
n!

shénohet me V;¥. Prodhimi i larté mé konciz mund té shénohet né formé V¥ = m .

Vérejtje: Permutacioni i bashkésisé me n elemente nuk éshté asgjé tjetér pérvec njé

n-variacion i tij. Numri i pérgjithshém i permutacioneve i bashkésisé me n elemente éshté

n__n _n _nt_
=it T

Pér bashkésiné e dhéné S dhe k € N, me k-kombinacion e S nénkuptohet nénbashkési e
¢farédo e bashkésisé S me k elemente. Numri i pérgjithshém i k-kombinacioneve té
bashkésisé me n elemente zakonisht shénohet me C¥.

36



DORACAK NGA MATEMATIKA PER NXENES TE KLASES SE VI, VIII DHE IX-TE
DHE PER ARSIMTARET E TYRE

Pohim: Pér numrat e ploté n dhe k me 0 < k < nvlen:

kK _ n!
=7 (n—k)!"

Pérdéftim: Si¢ véremé, numri i pérgjithshém i k-variacioneve té bashkésisé {1, 2, ..., n}
n!
n—k)!"
fitohet si permutacion i sakté i njé k-kombinacioni. Nga principi i prodhimit rrjedh se

k
vk = ck - kI. Nga kétu Ck = Z—’;

éshté VF = T’i numérojmé mé ndryshe: gjegjésisht, secilén k-variacion mund té

Ta ilustrojmé pérdéftimin e méparshém me njé shembull.

Shembull 5: Shénoni té gjitha 2 - variacionet dhe 2 - kombinacionet e bashkésisé
S ={1,2,3,4}.

Zgjidhje: 2 - variacione 2 - kombinacione
12;21 (1,2}
13;31 {13}
14; 41 {1,4}
23;32 {2,3}
2442 (2,4}
34 ;43 {3.4}

Ky paragraf do ta pérfundojmé me njé shembull mé té gjaté pér lojén e popullarizuar me
letra té ashtuquajtur poker.

Shembull 6: Poker luhet me shpil (shumé) standard prej 52 letrash: né secilén me 13 vlera
(2,3,..,10, J,Q K, A) ka nga 4 letra (njé né secilén nga katér ,ngjyrat“ @, ¢, 4, &),

Né njé raund poker, secili lojtaré fiton 5 letra té ashtuquajtur ,doré”. Gjaté késaj ka

C2, = 2598960 ,,duar” t¢ mundshme né poker dhe té gjitha (derisa shpili éshté miré i
pérzier) jané me gjasé té njéjté (fitohen me shanse té njéjté prej1: 2598960).

Né poker ka disa lloje karakteristike té ,,duarve”: 2 ¢ifte, 3 té njéjté, shkalla, ngjyra,
full haus, poker, rojall fllesh. E arsyeshme intuitive éshté té llogarisim se shanset pér té
fituar ,,doré” nga lloji i caktuar éshté numri % i ,duarve” nga ai lloj i pjesétuar me C3,.
Nga ana tjetér, numri i ,,duarve” i llojit té caktuar pércaktohet me ndihmén e numérimit
kombinatorik.
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a) 2 cifte = nga dy letra nga dy vlera dhe letra tjetér né vlerén e treté
% (2 cifte) = C4C2C2C1, = 123552,

Andaj, i zgjedhim té dy vlerat e C% ményrave, té dy letrat né secilin cift té CZCZ ményra,
dhe letrén e ngelur né C}, ményra (44 = 52 — 8). Domethéné, gjasa (shanset) té fitohet
123552
2598960

dora 2 ¢ifte né njé raund éshté , gjegjésisht péraférsisht 0,047390.

b) 3 té njéjté = tre letra té njé vlere dhe letrat tjera né dy tjera
vlera té ndryshme

#% (3té njéjta) = CLC3CELCLCE = 54912.

Andaj, e zgjedhim vlerén e tre letrave té C{; ményra. Pastaj zgjedhim tre letra né até vleré
té C2 ményra, zgjedhim dy vlera tjera té C2, ményra, dhe né fund zgjedhim nga njé letér
né secilén nga ato dy vlera té C1C} ményra. D.m.th,, gjasa qé té fitohet dora 3 té njéjta né

. o .. 54912
njé raund éshté
2598960

, gjegjésisht péraférsisht 0,021128.

c) shkalla = nga njé letér nga pesé vlera té njépasnjéshme, ku vlera A
mund té llogaritet mé e vogla (para 2) ose mé e madhe (pas K)

% (shkalla) = 10 - 45 = 10240.

Andaj, secila shkallé fillon me njérén nga 10 vlerat vijuese: A, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10;

zgjedhja e tillé béhet né 10 ményra. Pastaj, pér secilén nga vlerat té cilat pérbéjné shkallé

ka 4 letra (nga njé né secilén ngjyré) dhe até zgjedhje e béjmé né 4 -4 -4 - 4 - 4 ményra.
10240

D.m.th. gjasa qé té fitohet dora shkallé né njé raund éshté

2598960
0,003940.

, gjegjésisht péraférsisht

d) ngjyra = té gjitha pesé letrat né doré jané me ngjyra té njéjté
#% (ngjyra) =4 - C; = 5148

Andaj, njé nga katér ngjyrat e zgjedhim né 4 ményra, e pastaj nga ngjyra e marré mund té

zgjedhim 5 letra né C; ményra. D.m.th, gjasa té fitohet dora ngjyré né njé raund éshté
5148

2598960

, gjegjésisht péraférsisht 0,001981.
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e) full haus = tri letra nga njé vleré dhe dy letrat tjera té mbetura né vleré tjetér
%% (full haus) = 13- 12 - C3 - C} = 3744.

Andaj, vlerén nga tre letrat e zgjedhim né13 ményra, dhe tre letrat me até vleré i zgjedhim
né C? ményra. Pastaj vlerén e dy letrave té mbetura e zgjedhim né 12 = 13 — 1 ményra, e
ato dy letra i zgjedhim né C2? ményra (né vlerén e zgjedhur). Gjasa qé té fitohet dora full

4
, gjegjésisht péraférsisht 0,001441.

haus né njé raund éshté
2598960

é ) poker = katér letra me vleré té njéjté
%% (poker) = Cl; - Cig = 624.

624
2598960

Gjasa té fitohet doré poker né njé raund éshté , gjegjésisht péraférsisht 0,000240.

f) rojal flesh = shkalla&ngjyra

% (rojal flesh) = 10 - 4 = 40.

Gjasa té fitohet rojal flesh né njé raund éshté , gjegjésishtperaférsisht 0,000015.

2598960

Shembullin do ta pérfundojmé me njé pyetje:
Pse né lojén e pokerit llojet e duarve jané ranguar né ményrén vijuese

2 cifte<3 té njéjta<shkalla<ngjyra<full haus<poker<rojal flesh?
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2. Hapésira e gjasés sé besueshmérisé

Shembulll: Né njé shou televiziv té njohur nga vitet e 70-ta té shekullit té kaluar,
Shpérblimi i réndésishém éshté vendosur mbrapa njérés nga tre dyert e mbyllura. Nga
garuesi kérkohet té zgjedhé deré, pas cka udhéheqési i shout hap njérén nga dy dyert e
mbetura dhe thoté: ,Si¢c mund té shohésh, shpérblimi nuk éshté pas késaj dere. A do té
ngelésh né zgjedhjen ténde té paré ose do ta ndérrosh zgjedhjen?”

Me fjalé tjera, derisa garuesi fillimisht ka zgjedhé deré té gabuar (deré pas té cilés nuk
fshihet shpérblimi), atéheré udhéheqési e hap tjetrén deré té gabuar. Nése pérséri,
garuesi fillimisht e ka zgjedhé derén e vérteté(pas té cilés fshihet shpérblimi), atéheré
udhéheqési i hap njé nga dyert e gabuara.

Cila strategji éshté mé e miré pér garuesin, té mbajé ose té ndérrojé zgjedhjen e paré?

Zgjidhje: Strategjia mé e miré pér garuesin éshté té ndérrojé zgjedhjen e paré. Gjegjésisht,
pérderisa ai ngel né zgjedhjen e paré té derés, kjo do té thoté se shanset (gjasat) té merr

1
shpérblimin jané 3 (njéra nga tre dyert).
Nga ana tjetér, nése garuesi e ndérron zgjedhjen e paré, atéheré shanset té fitojé

2
shpérblimin jané dy fish mé té médha, gjegjésisht gjasa éshté 3T Pse?

Shembulli 2: Cilat jané shanset qé gjaté njé hedhje té dy kubeve homogjene pér té luajtur,
do té bien ,dubél”, gjegjésisht né pjesén e sipérme né dy kubet do té paraqiten numra té
njéjte?

Zgjidhje: Pér nevojat e shembullit, ti dallojmé kubet, gjegjésisht té shqyrtojmé
(kushtimisht théné) kubin e paré dhe té dyté. Gjaté gjuajtjes sé dy kubeve ka 36 mundési
me shanse té njéjta (mundési me gjasé té njéjté): Ato jané ciftet (x,y), ku x éshté numri
gé bie né pjesén e sipérme té kubit té paré, e y éshté numri i cili bie né pjesén e sipérme

té kubit té dyté. Né sakté 6 nga kéto 36 mundési, té dy kubeve ka réné numér i njéjté. Nga

6 1
kétu, shanset (gjasat) té hidhen ,,dubél”“ éshté it

Definicioni: Me hapésiré té gjasave té kufizuar nénkuptohet bashkésia e kufizuar S sé cilés
iéshté bashkangjitur funksioni p e definuar né bashkésiné e té gjitha nénbashkésive té S
(té quajtura ngjarje) me vetité vijuese:

(i)pérgdoAcS, 0 <p(A) <1,
(i) p( =1,
(iii) pér secilat nénbashkési disjunkte A,B € S vlen p(A U B) = p(A) + p(B).

Funksioni p quhet gjasa e hapsirés (S, p), dhe ¢do nénbashkési njé elementésh e S quhet
ngjarje elementare. Késhtu S éshté bashkési e ngjarjeve elementare.
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Le té jeté {B4,B,, ... ,By} éshté particim i ngjarjes A € S, gjegjésisht secili element i
Alajmérohet né sakté njé bashkeési B; . Sipas vetisé(iii) nga definicioni i mé larté, vlen

p(A) = p(By) + p(By) + ... +p(By).

Mé saktésisht, nése k = |A| dhe secila B; éshté njé elementésh, atéheré gjasa p(A) éshté e
barabarté me shumén e gjasave té elementeve (ngjarjet elementare) té cilati pérmban A.

Pohim: (vetit elementare) Le té jené A dhe B ngjarje nga hapésira e kufizuar té gjasave
(S,p). Atéheré:

() p(A°) =1-p(A),
(i) p(B) = 0,
(iii) p(AU B) = p(A) + p(B) —p(ANB).

(iii)
Pérdéftim: (i) p(A€) + p(A) = p(A°UA) =p(S) = 1.
(ii) Rrjedh nga (i) pér A=S.

(iii) Njé particim A U B éshté {A\B, A N B, B\A }. Té shénojmé se A ka particip
{A\B, A N B}, dhe B ka particip {B\A, A N B}. Nga kétu sipas (iii):

p(AUB) = p(A\B) + p(ANB) + p(B\A)

p(A) = p(A\B) + p(A N B)

p(B) = p(B\A) + p(ANnB),

Qé térheqé se
p(A) + p(B) —p(AnB) = p(AUB).

Vérejtje: Pér ngjarjen A° (komplimenti relativ i A) themi se éshté ngjarje e kundért e
ngjarjesA. Pohimi paraprak nén(i) tregon se gjasat té ngjarjeve té kundérta jané
komplementare, gjegjésisht né shumé japinl. Shpeshheré gjasa e ngjarjes sé dhéné
gjendet duke llogaritur gjasén e ngjarjes sé kundért té saj.

Shembulli 3: Cila éshté gjasa qé gjaté njé hedhjeje té dy kubeve homogjen té mos bie
numeér i dyfishté ose ,,dubél“?

Zgjidhje: Si¢ pérfunduam nga shembulli i méparshém, gjasa e té ngjarés

A: ka réné ,dubél”

Eshté p(A) = %. Nga kétu, p(A°) = 1 — % = %,
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Shembulli 4: Cila éshté gjasa qé gjaté njé hedhjeje té dy kubeve homogjen té bie sé paku
njé numér gjashté?

Zgjidhje: Ta shénojmé me A ngjarjen gjasa e té cilit kérkohet. Atéheré,
A°: né asnjérén nga kubet nuk ka réné numri gjashté

Mé thjeshté éshté té gjendet gjasa p(A°). Gjegjésisht, si¢ theksuam né shembullin 2,
hapésira e gjasés pérkatésisht pérbéhet nga bashkésia e ngjarjeve elementare
S = {(x, y):x,y €{1,2,3,4,5, 6}}dhe secila ngjarje elementare ka gjasé p = % = 3—165epse
A ={(x,y):xy€{1,23,45)) vien pAa)=R=2=2" psfundojmé se

p(A) =1-p(A) =5z

Si¢c theksuam, né hapésirén e kufizuar té gjasave (S,p), nénbashkésité njé elementéshe té
S kané emér té posagcém: quhen ngjarje elementare. Késhtu secila ngjarje A éshté union
disjunkt i ngjarjeve elementare qé i pérmban, e gjasa p(A) éshté shumé e ,gjasave
elementare “pérkatése.

Né tre shembujt paraprak, gjasat e ngjarjeve elementare té ashtuquajtur gjasa elementare
1

jané reciprokisht té barabarté: gjegjésisht, secila prej tyre éshté S Nga kéto shkage né
secilin nga shembujt e shqyrtuar, pér cfarédo ngjarje A vlen p(A) = ll'g—:.

Definicioni: Pér hapésiré té kufizuar té gjasave (S, p) né té cilin secila ngjarje elementare

w} ka gjasép({w}) = —, themi se éshté hapésiré me gjasé kiasike.
{ }k gjasé ({ }) él hemi ashté hapésire gjasé klasik
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Ja disa shembuj pér hapésiré me gjasé klasike:

Shembulli 5: Cila éshté gjasa se gjaté njé hedhjes sé dy monedhave homogjene ato do té
bien né ané té ndryshme: njéra shkrimi e tjetra stema?

Zgjidhje: Hapésira e gjasave pérkatése éshté: S = {(sh,sh), (sh,k), (k,sh), (kk)} dhe
p ({sh,sh}) = p ({shk}) = p ({ksh}) = p ({kk}) = %. Pérséri (formalisht) dallojmé

monedhén e paré dhe té dyté dhe pér ngjarjen elementare (x,y), ku x,y € {sh,s}, x = sh
pércakton se monedhés sé paré i bie shkrimi, ex=k pércakton se né monedhén e paré bie
stema, e késhtu me radhé. Supozimi se béhet fjalé pér gjasa klasike, gjegjésisht se té gjitha
ngjarjet elementare jané me gjasé té njéjté e arsyetojmé me shtesén ,homogjené”.

Ngjarja A qé éshté pérmendur né shembullin éshté A = {(sh,k),(k,sh)} dhe nga kétu

i _2_1
p(A) =g =77

Shembulli 6: Shifrat 1, 2, 3, 4, 5 jané rastésisht té renditura né listé (me gjatési 5). Cila
éshté gjasa qé 1 rri sakté para 2?7

Zgjidhje: Hapésira pérkatése e gjasés (S,p) pérbéhet nga bashkésia e permutacioneve té
{1,2,3,4,5} dhe gjasa p éshté Kklasike. Si¢ theksuam né kaptinén e méparshme,
|S| =5!'=5-4-3-2-1=120. Ngjarja A pérbéhet prej atyre permutacioneve né té cilat

1 géndron sakté para 2 dhe p(A) = %.

Ngelé té pércaktojmé numrin e elementeve té A, gjegjésisht té pércaktojmé se sa éshté |A|.
Miré éshté té mendojmé né kété ményré: né vend té permutacioneve té {1, 2, 3,4, 5} té
véshtrojmé permutacione té bashkésisé katér elementéshe {1,2,3,4,5}. Secili

permutacion i tillé éshté sakté njéra nga ato té cilat duam t'i numérojmé. D.m.th,
1

Al = 41 = 24 dhep(A) =5 = &
Shembulli 7: Nga shpili standard me 52 letra térhigen 3 letra. Sa éshté gjasa qé ndérmjet
letrave té térhequra té keté:

a) sakté njé as

b) sé paku njé as

c) sé paku dy letra té kuge.

Zgjidhje: Hapésira pérkatése e gjasave (S,p) éshté hapésiré me gjasé klasike qé pérbéhet
nga té gjithé 3-kombinimet e bashkésisé sé letrave, gjegjésisht. |S| = C3,.

1 .2
CyCyg

a) Le té jeté A ngjarja e pérshkruar. Atéheré, |A| = C} - C% dhe nga kétu p(A) = 3
52
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b) Le té jeté B ngjarja e pérshkruar. Atéheré, |B¢| = Cj; dhe ngakétu p(B) = 1 — p(B¢) =
3
=1- C;§8
52

c) Le té jeté C ngjarja e pérshkruar dhe{Cz, C3} formojné particim té C, ku

Ci: sakté iletra té kuqe,i = 2, 3.

N C C Ci.Cye . C3
Atéheré, p(C) = p(C,) + p(C3) = % + % = 226726 4 226
(s Cxp Cs2 Csz

Shembulli 8: Shénohet numér treshifroré i rastésishém. Sa éshté gjasa qé numri éshté i
pjesétueshém me 2 ose 5 (gjegjésisht sé paku me njérin nga numrat 2 dhe 5)?

Zgjidhje: Hapésira pérkatése e gjasave (S,p) pérbéhet nga bashkésia S = {x: x e éshté
numeér natyroreé treshifroré} dhe gjasa p éshté klasike. Le té jené A dhe B ngjarjet

A: numri éshté i pjesétueshém me 2

B: numri éshté i pjesétueshém me 5

Ngjarja gjasa e té cilit kérkohet né shembullin éshté A U B. Treguam se vlen
p(AUB) = p(A) + p(B) — p(A n B), dhe ngel té shénojmeé se:

_|A] _450 _1 _ Bl _180 _1 _lAnB] _ 90 _ 1

P(A) =15 =500 = 3 P(B) = 57 =5p0 = 5 dhe p(ANB) = = = 5% = 5.
Nga kétu p(AUB) = = 4+~ — = = 0,6
gaxetu p 25 100

Shembulli 9: Sa éshté gjasa né grup té zgjedhur rastésisht prej n njerézve, sé paku dy té
kené ditélindje té njéjté?

Zgjidhje: Punét do t'i thjeshtésojmé, gjegjésisht do té imagjinojmé ditélindje me 29 shkurt.

Hapésira pérkatése e gjasés éshté (S,p), ku S ={1,2,...,365} X...x {1,2,...,365} dhe
k

gjasa p éshté klasike. Késhtu |S|=365% Le té jeté A éshté ngjarja gjasa e té cilit kérkohet.

Atéheré A pérbéhet nga té gjithé k-variacionet e bashkésisé {1, 2, ..., 365}, qé térheqé se

|A°] _ 365-364-....(365—k+1)
_ _ )y — 1 — =1 —
p(A)=1-pA)=1-"=1 B -

Né tabelén vijuese éshté dhéné p(A) pér disa vlera konkrete té k.

k 10 20 23 30 40 50

p(A) | 0,1169 | 0,4115 | 0,5073 | 0,7064 | 0,8912 | 0,9704
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Kéto rezultate ndoshta i kundérshtojné intuités toné: pra mjafton qé grupi té jeté nga sé

1
paku 23 njeréz pér gjasén qé sé paku dy prej tyre té kené ditélindje té njéjté tejkalon p

3. Gjasa e kushtézuar. Pavarésia e ngjarjeve

Definicioni: Le té jeté B ngjarje né hapésira té kufizuar gjasash (S,p) pér té cilin p(B) > 0.
Atéheré pér ¢do ngjarje A nga hapésira e njéjté e gjasave definojmé gjasé té kushtézuar
pg(A) té A nén kusht B me:

_ p(AnB)

Shembulli 1: Monedha homogjene hidhet tre heré. Nése gjaté hedhjes sé paré bie shkrim,
atéheré cila éshté gjasa qé gjithsej kané réné sé paku dy shkrime?

Zgjidhje: Hapésira pérkatése e gjasave pérbéhet nga bashkésia e gjasave elementare
S={Sh sh sh,sh sh s,sh s sh,s sh sh,sh s s,s sh s,s s sh,s s s} dhe gjasa p éshté klasike. Késhtu

secila ngjarje elementare ka gjasé S =3 Kushti B éshté ngjarja

B: gjaté hedhjes sé paré ka réné shkrimi
1

Gjegjésisht B={sh sh sh, shs sh s,sh s sh,sh s s }, gjasa e té cili r éshté p(B) = 3

Gjasa A: gjithsej kané réné sé paku dy shkrime, éshté nénbashkésia A={sh sh sh,sh sh s,
sh s sh,sshsh}.Vlenp(A) = %,A N B={sh sh sh,shshs,shssh}dhep(ANB) = %. Nga kétu,

3

pp(A) = 7

| ool w

Shembulli 2: Monedha homogjene hidhet tre heré. Nése bie sé paku njé heré shkrimi,
atéheré cila éshté gjasa qé gjithsej té keté réné sé paku né anén e dy shkrimeve?

Zgjidhje: Hapésira e gjasés éshté e njéjté si né shembullin e méparshém. Kushti B' éshté
ngjarja

B': ka réné sé paku njé ané me shkrim

Gjegjésisht B'=S\{s s s }, gjasa e te té cilit éshté p(B') = %

Ngjarja A éshté si né shembullin e méparshém. Sepse A N B’ = A, kemi se p(ANB") = %

Nga kétu pg,(A) = ;.

[SJRN][NTFE
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Shembulli 3: Né njé kuti ka 3 toptha té bardhé dhe 3 té zi. Nga kutia rastésisht jané
térhequr dy toptha, njé pas tjetrit, pa kthim. Cila éshté gjasa qé té dy topthat e térhequr té
jené té bardhé?

Zgjidhje: Hapésira pérkatése e gjasés pérbéhet nga bashkésia e ngjarjeve elementare
S={bb, bz, zb, zz}, dhe gjasa mé nuk éshté klasike! Ti shqyrtojmé ngjarjet

A: né térheqjen e paré éshté térhequr topthi i bardhé
B: né térhegjen e dyté éshté térhequr topthi i bardhé

=3 ay=1-_3=3
2

2 3 3
Pa(B) = 5, Pa(B) = 5, pac(B) = 5, pac(BY) = ¢.
Késhtu pér gjasat elementare kemi:

p({bb}) = p(ANB) =p(A) - pa(B) =

Nl w

p({bz}) = p(ANB) = p(A) - pa(B) =3+ 3 ==
p({zb}) = p(A° N B) = p(A) - pac(B) =3 2 =5,

p({zz}) = p(A° N BY) = p(A®) - pac(B°) = % ' % - %

Ky shembull ilustron se ndonjéheré gjasa e kushtézuar éshté e thjeshté pér njehsim, e

formula e definimit pg(A) = % shfrytézohet né formé té prodhimit p(A N B) =

= (B) - pg(A). Né kété formé, quhet formula pér shumézim té gjasave.

Definicioni: Pér dy ngjarje A dhe B né hapésireé té njéjté té gjasave themi se té pavarur nése
vlen

p(ANB) =p(A) - p(B).
Né té kundértén themi se A dhe B jané ngjarje té varura
Vérejtje: Ideja pas kétij definicioni pérbéhet nga kjo: nése p(B) > 0, atéheré A dhe B jané

ngjarje té pavarur vetém nése p(A) = pg(A), gjegjésisht kur gjasa e ngjarjes A ,,nuk varet"
nga plotésimi (ose mosplotésimi) té ngjarjes B.
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Shembulli 4: Nga shpili standard me 52 letra, rastésisht térhiget njé letér. A jané ngjarjet

e pavarura:
A: letra e térhequr éshté as

B: letra e térhequr ka ngjyré flete

Zgjidhje: té shénojmé se

1
Cy 4 1
p(A) = -] ===
Cs, 52 13
pB) ===
== ==
Cs, 52 4
1 1

ANB) =—==.

D.m.th se, p(A N B) = p(A) - p(B), gjegjésisht A dhe B jané ngjarje té pavarura.

Shembulli 5: Kubi homogjen hidhet dy heré. A jané ngjarjet e pavarura:

A: gjaté hedhjes sé paré ka réné ndonjéri nga numrat 1, 2 dhe 5
B: shuma e numrave té réné éshté i barabarté9

Zgjidhje: Té shénojmeé se

36 1
p(A)=3,=5
4 1
P(B)—%—g
1
p(AnB)—%

D.m.th se, p(A N B) # p(A) - p(B), gjegjésisht A dhe B jané ngjarje té varura.
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DETYRA PER
USHTRIME

Né kété pjesé jané dhéné detyra pér ushtrime pér nxénésit e klasés sé 7, 8 dhe 9, té
shénuara pérkatésisht. Kéto detyra jané té dedikuara pér mbi 70% té nxénésve dhe pér té
njéjtat ka pérgjigje dhe zgjidhje. Njé pjesé e nxénésve do té mund t'i zgjidhin edhe detyrat
nga klasat mé té larta.
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DORACAK NGA MATEMATIKA PER NXENES TE KLASES SE VI, VIII DHE IX-TE
DHE PER ARSIMTARET E TYRE

DETYRA PER KLASEN E VII-TE

Cakto vlerén e shprehjes numerike 2 + (2 — 1 %).

4
Pércakto 3 hea 12:

A4
12
B.—
3
C.16
D. pérgjigje tjetér

Cakto numrin cereku i té cilit (njé e katérta) éshté 16:
A 4

B. 64

C.32

D. pérgjigje tjetér

Sa éshté perimetri né katroré me brinjé 2 ) cm?

5 1
Syprina e njé drejtkéndéshi éshté 2 m2. Nése njéra brinjé e tij éshté S m gjatésia e
brinjés tjetér té tij éshté:
A.5m
B.2m

C.4m
D. pérgjigje tjetér

Né njé klasé prej 32 nxénés, 8 nxénés jané té shkélqyeshém. Sa nxénés né pérqindje
nuk jané té shkélqgyeshém?

A. 25 %.

B. 16 %.

C. 75 %.

D. pérgjigje tjetér

Era dhe Liza duhet té ndajné 2400 denaré né raport 1:3. Sa denaré ka marré Liza?

Vlera e shprehjes numerike 144 + 4 - (12 - 12 : 4) éshté:

A. 144
B. 180
C.204
D. pérgjigje tjetér
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Cili numér duhet té zbritet nga numri -9,7 qé té fitohet -4,7?

Cili numér do té fitohet nése shuma e numrave -18,3 dhe -6,7 pjesétohet me +5?
A. -5.

B. 5.

C.- 4.

D. pérgjigje tjetér

Ditmiri udhéton né pushim vjetoré. Nése rruga éshté e gjaté 540 km, e deri tani ka
kaluar 40 % té rrugés, edhe sa km i kané ngelé?

A. 216 km.
B. 324 km.
C. 270 km.
D. pérgjigje tjetér

Shprehja 2 — (% + % + %+%) ka vleré:

Nése a = -3, sa éshté vlera e shprehjes 24 : (5 —a)?
A. 6.

B.12.

C.-8.

D. pérgjigje tjetér

Zgjidhje e barazimit x + (- 29) = - 3 éshté numri:
A.-32

B.-26

C.26

D. pérgjigje tjetér

Nése njé mollé kushton A denaré, e njé dardhé B denaré, me cilén shprehje mund té
njehsojmé sa denaré na nevojiten gé té blejmé 7 molla dhe 5 dardha?

Njé laps kushton 8 denaré, e njé fletore 20 denaré. Ajani ka bleré x lapsa dhe y fletore.
Me cilat nga shprehjet e dhéna mund té njehsohet sa do té paguajé?

A. 8x + 20y.

B. 8y + 20x.
C.8x-20y.

D. pérgjigje tjetér

Anétarét e njé vargu jané: 12, 20, 28, 36, .. Rregulla pér pércaktim té anétarit té
ardhshém “ né vargun éshté:
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

Anétari i paré i vargut éshté 5. Rregulla pér pércaktim té anétarit té ardhshém té
vargut éshté: ,shumézo me 2, dhe shto 3, atéheré anétari i katért i vargut éshté:

A. 14

B.11

C.9

D. pérgjigje tjetér

Cili éshté barazimi i drejtézés y e cila kalon népér pikat (-2,0) dhe (4,-2)?

Sa éshté vlera e shprehjes 72 + 32 : (-8) — 8+ 2 - 227

A. 94

B. 104

C.114

D. pérgjigje tjetér

Shprehja (7 x — 5y — 2) - (- 5) éshté ekuivalente me:

Vlera e shprehjes numerike 5 - 52 -2 - (-3)3 éshté:
A. 179

B.98

C.73

D. pérgjigje tjetér

2x+7
Pér cilén vleré té x, shprehja xx_ nuk ka kuptim?

Trapezi barakrahés ka boshte té simetrisé.

Sa boshte té simetrisé ka paralelogrami?

Sa boshte té simetrisé ka pesékéndéshi i rregullt?
A.5

B.3

C.4

D. pérgjigje tjetér

Kéndi i brendshém né bazé té trekéndéshin barakrahés éshté 50°. Kéndet tjera té
brendshme jané
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Né njé trekéndésh dy kéndet jané: 60° dhe 40°, e kéndi i treté éshté:

A.100°

B. 90°

C. 80°

D. pérgjigje tjetér

Nése kéndi mé i madh né trekéndésh barakrahés éshté 110°, atéheré dy kéndet tjeré

té brendshém jané

Eshté dhéné segmenti AB koordinatat e té cilit né pikat e skajshme jané A (2,1) dhe

B(6,1). Koordinatat e pikés sé mesme té segmentit AB jané:
A (4,2)

B.(4,1)

C.(6,1)

D. pérgjigje tjetér

Rendi i simetrisé rrotulluese té drejtkéndéshit éshté:

A4
B.1
C.2
D. pérgjigje tjetér

Rendi i simetrisé rrotulluese té gjashtékéndéshit té rregullt éshté

Sa boshte té simetrisé ka katrori?

A. Katér boshte té simetrisé.
B. Dy boshte té simetrisé.

C. Tri boshte té simetrisé.

D. pérgjigje tjetér

Syprina e trekéndéshit me bazé 10 m dhe lartési 4 m éshté:

A.P =40 m?2
B.P =20 m?
C.P=30m?2

D. pérgjigje tjetér

Syprina e trapezit me bazé 80 mm dhe 60 mm dhe lartési 20 mm éshté
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44,

Sa éshté lartésia e paralelogramit me sypriné P = 80 m2 dhe brinjé a= 20 cm?

A.h=60m.
B.h=8m.
C.h=4m.

D. pérgjigje tjetér
Rrethi me sypriné P = 1441 dm? ka rreze

Perimetri i tavolinés rrethore éshté 1201 cm. Sa éshté syprina e tavolinés?

A.P = 3000m cm?.
B.P = 3600m cm?.
C.P = 2800m cm?.
D. pérgjigje tjetér

Syprina e trekéndéshit éshté 36 cm?, e lartésia e l1éshuar nga baza éshté 8 cm. Sa éshté
baza e trekéndéshit?

A. 6 cm.

B. 9 cm.

C.12 cm.

D. pérgjigje tjetér

[liri vrapon né shteg té formés rrethore té gjaté 300 metra. Sa kilometra ka vrapuar
nése shtegun e ka kaluar 20 heré?

Véllimi i kuadrit me dimensione 3 m,10 m dhe 5 m éshté:

A. 150 m3
B. 450 m3
C. 130 m3
D. pérgjigje tjetér

Syprina e trekéndéshit barakrahés me perimetér 42 cm, krah 15 cm dhe lartési 6 cm
éshteé:

Syprina e kuadrit me dimensione 3 cm, 4 cm dhe 5 cm éshté:

A.P =104 cm?
B.P =94 cm?
C.P =54 cm?

D. pérgjigje tjetér

Perimetri i rrethit me sypriné 2251 m? éshté
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45.

46.

47.

48.

49,

50.

51.

52.

53.

Dauti ka akuarium me dimensione 1,5 dm; 4dm dhe 5 dm. Sa litra ujé nevojiten gé té
mbushet akuariumi?

A. 451,

B.60 .

C.301.

D. pérgjigje tjetér

Syprina e paralelogramit me brinjé 18 dm dhe lartési pérkatése 10 dm éshté

Syprina e rrethit éshté 6251 m2. Sa éshté diametri i tij?
A. 25 m.

B. 40 m.

C.50 m.

D. pérgjigje tjetér

Perimetri i paralelogramit me brinjé 16 m dhe 8 m éshté

Ligeni né formé rrethore né njé kopsht ka diametér 40 m. Sa éshté gjatésia e shtegut
pérreth ligenit?

A.138,5 m.

B. 125,6 m.

C.125,6mm.

D. pérgjigje tjetér

Sa éshté lartésia e kuadrit me véllim 24000 m3, gjatési 20 m dhe gjerési 30 m?

A. 40 m.
B.35m.
C.45m.
D. pérgjigje tjetér

Trapezi me baza 16 cm dhe 10 cm dhe sypriné 104 cm? ka lartési

Sa gelq éshté e nevojshme gé té mbyllet dritarja me dimensione 60 cm dhe 0,3 m?

A. 1600 cm?.
B. 1800 cm?.
C. 1520 cm?.
D. pérgjigje tjetér

Pishina me dimensione 32 m dhe 16 m, i thellé 2 m zé
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54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

Ngjarja: Gjaté hedhjes sé kubit me 6 ané té bie 7 éshté:
A. Ngjarje e sigurt.

B. Ngjarje e pamundur.

C. Ngjarje shumé me gjasé.

D. Pérgjigje tjetér

Gjaté hedhjes sé dy kubeve gjasa qé shuma e pikave té jeté dy éshté

Shuma e gjasave té njé ngjarje té rastit dhe ngjarjes sé kundért éshté:
A.0,7

B.1,2

C.1

D. Pérgjigje tjetér

Gjasa e ngjarjes: Gjaté hedhjes sé kubit té bie ndonjéri nga numrat nga njéshi deri te
gjashta éshté .

Sa éshté gjasa Sara dhe Tina qé mos té takohen, nése gjasa qé ato té takohen éshté
0,77

5
Sa éshté gjasa p né ngjarje té dhéné, nése gjasa e ngjarjes sé kundért éshté - ?

Anila do té béjé hulumtim pér até se sa nxénés e duan léndén e matematikés. Qé té
fitojé rezultat mé té miré duhet t'i pyesé

Gjasa e ngjarjes: gjaté hedhjes sé kubit té bie numér tek i pikave éshté:

>
| =

O w
BlR Wk N

D. pérgjigje tjetér

Né njé fshat jetojné 5 fémijé t€ moshés 7, 5, 6, 8 dhe 9 vjecare. Cakto medianén e grupit
té té dhénave?

Moda e té dhénave té dhéna 2, 2,3, 3, 3,5,5, 5, 5, 4, 4, 4, 4 éshté:
A 4

B.5

C.4dhe5

D. pérgjigje tjetér
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64. Gazmendi ka béré hulumtim pér até se nga sa televizoré kané nxénésit né shtépi. Ka
béré tabelé me té dhénat e fituara. Mediana e té dhénave té tilla éshté:

tell;]\lzli;nor;t;ve Shpeshtésia
1 5
2 6
3 3
4 2
5 0

65. Ngjarja: Gjaté hedhjes sé kubit té bie numér treshifroré éshté

66. Eshté béré hulumtim qé té zbulohet ngjyra e déshiruar e nxénésve. Tabela I tregon
vlerat nga hulumtimi. Sa nxénés kané marré pjesé né hulumtim?

Ngjyra e déshiruar Shpeshtésia
E zezé 4
E kuge 5
E kaltér 8
E verdhé 3
E gjelbér 4

67. Sa éshté gjasa né njé ngjarje, nése gjasa e kundért éshté 0,027
A.0,8.
B. 0,98.
C.98.
D. pérgjigje tjetér
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DETYRA PER KLASEN E VIII-TE
Vlera e prodhimit (— 6 ;) . % éshté

Numri decimal 3,8 i shénuar si thyesé e pathjeshtueshme éshté:
19

5
17

5
11

5
D. pérgjigje tjetér

A
B.

C.

Sa éshté Y125 — V=87
A.-3

B.3

C.7

D.-7

Vlera e shprehjes 7% -3 1—12 éshté

Pérqgindja 2,5 % e shénuar si thyesé e pathjeshtueshme éshté:
1
A=

B.

)
Slwg|-eime

o

5
thyesa c ¢ shndérruar né numér decimal periodik éshté

Nga cili numér 30 % éshté 907

A.900

B.9

C.90

D. pérgjigje tjetér

Numri 500 i shénuar si prodhim i shumézuesve té tij té thjeshté éshté
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0.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Shénoje numrin 1001 si prodhim té shumézuesve té tij té thjeshté.
A.1001 =5-11-13

B.1001=7-11-13

C.1001 =3-11-17

D. pérgjigje tjetér

3
thyesa 20 © shénuar né pérqindje éshté

Sa kube me teh 2 duhet té bashkohen gé té konstruktohet kubi mé i madh me teh 6?

A3
B.9
C.27
D. 36

3
Vlerae P ndonjé numri éshté 36. Cili éshté ai numér?

A. 45.
B. 60.
C. 30.
D. pérgjigje tjetér

Dhjeté zhetoné kushtojné1000 denaré. Teté zhetoné kushtojné

Eriona zgjedh test prej 30 detyra. Nevojiten té zgjidhen mé sé paku 40 % nga detyrat
qé té llogaritet se testi éshté kaluar me sukses. Sa mé sé paku detyra duhet té zgjidhen
sakté gé té kalojé testin Eriona?

A 11
B. 13
C.10
D. 12

Jona ka fituar 28000 denaré né muaj. Ajo ka fituar 3 % rritje té pagesés mujore. Paga

e saj pas rritjes éshté denaré.

Né njé klub noti ka pasé 120 anétaré. Djem kané gené 72. Sa pér qind kané gené vajza?

A.35%
B. 40 %
C.45%
D. pérgjigje tjetér
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17. Vlera e shprehjes - 9% + 76 - ((84 — 10 - v25) : (- 3) + 2) éshté:

A.-82
B.-81
C.-80
D. pérgjigje tjetér

2 3 3
18. Vlera e shprehjes numerike 3 + e 1 éshté

19. Tri shoqge kané ndaré kuti me émbélsira né raport 1: 2 : 3. Pjesa mé e madhe éshté:

1
A -

oo}
N

1
'3
3
C.-

4
D. pérgjigje tjetér

20. Sa kushtojné10 kg banane, nése 13 kg banane kushtojné 520 denaré?

A. 400 denaré.
B. 500 denaré.
C. 460 denaré.
D. pérgjigje tjetér

21. Syprina e drejtkéndéshit né vizatim njehsohet me formulén

5x+1

22. Pas shprehjes 3a(a — 5) — 5(a + 2) fitohet:
A.3a? —20a — 10
B.3a? — 20a + 10
C.3a? 4+ 20a — 10
D. pérgjigje tjetér
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23. Perimetri i paralelogramit nga vizatimi njehsohet me formulén

Sy

7x-y

24. Perimetri i kuadrit nga vizatimi njehsohet me formulén

6

25. Eshté dhéné formula y = 3x — 10. Nése y = 50 vlera e x éshté:

A.30
B.50
C. 20
D. pérgjigje tjetér

26. Eshté dhéné formula mn — 2m = n2. Nése n = 4, vlera e m éshté

27. Vargu 2, 5, 8, 11... ka anétarin e n-té:
A. 2n-1

B.3n+1
C.3n-1
D. pérgjigje tjetér
28. Vargu aritmetik 9, 5, 1, -3,... ka anétarin e n-té

29. Anétari i pesémbédhjeté i vargut: 106, 100, 94,... éshté )

30. Nése P =144 cm? dhe b = 6 cm, vlera e a éshté
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

Vlerat e x dhe y sipas té dhénave né vizatim jané

3(x+4)

15-3y 9

24

Denisi ka x vjet. Babai i tij éshté 20 vjet mé i vjetér se ai. Vitin e ardhshém babi i tij do
té jeté tre heré mé i vjetér se ai. Sa vjet ka Denisi?

A 12.

B.O.

C.8.

D. pérgjigje tjetér

Eliza ka biblioteké té madhe me libra. Deri tani ka lexuar sakté % e librave, e kané

mbetur edhe 120 libra té palexuara. Sa gjithsej libra ka Eliza?

A. 160.
B. 140.
C.150.
D. pérgjigje tjetér

Né murin e treguar né vizatimin, shuma e shprehjeve né dy fusha fqinje éshté e
barabarté me shprehjen e fushés mbi to. Vlera e x éshté

44

X 3x+5 xX+2

Funksioni linearé e treguar né tabelé éshté paraqitur me formulén:

X 1 2 3 4

Y 8 13 18 23

Kéndi i brendshém né trekéndéshin barakrahés éshté 110°. Dy kéndet tjeré fqinjé

[e]

jané nga
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

Kéndi i jashtém né kulmin e trekéndéshit barakrahés éshté 100°. Dy kéndet tjera té
brendshém jané:

A. 80° dhe 80°
B. 45° dhe 45°
C. 50° dhe 50°
D. 55° dhe 55°

Kéndet né njé trekéndésh jané a = 60° dhe 3 = 65°. Kéndi i jashtém y1 éshté:
A.135°

B. 125°

C.105°

D.95°

Kéndet e brendshme 3 dhe y né njé trekéndésh jané 40° dhe 70°. Kéndet pérkatése té
jashtém jané dhe

Eshté dhéné segmenti AB koordinatat e pikave té skajshme té té cilit jané A(2,5) dhe
B(4,7). Koordinatat e pikés sé mesme jané

Shuma e dy kéndeve té jashtme né trekéndésh éshté 220°. Shuma e kéndeve té
brendshme pérkatése éshté:

A. 150°
B.130°
C.120°
D. 140°

Segmenti ka koordinata té pikave té skajshme (5,-7), e té pikés sé mesme (1,-2).
Koordinatat e pikés tjetér té skajshme jané

Dy kulme té kundérta té paralelogramit kané koordinata (-1,-5) dhe (1,5).
Piképrerja e diagonaleve ka koordinata:

A.(0,-5)

B. (-5,0)

C.(0,0)

D. (0,5)

Koordinatat e tre kulmeve té paralelogramit ABCD jané A(-2,5), B(4,4) dhe C(6,7).
Koordinatat e kulmit D jané

Lartésia e paralelogramit me sypriné P = 1600 m? dhe brinjé a = 80 m éshté
m.
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46.

47.

48.

49,

50.

51.

52.

53.

54.

Rrethi me sypriné P = 2251 m? ka rreze:

A.r=16cm
B.r=15cm
C.r=14dm
D.r=15dm

Syprina e trekéndéshit barabrinjés me perimetér 36 cm, krah 13 cm dhe lartési 12 cm
éshté cm2,

Perimetri i rrethit me sypriné 6251 m? éshté m*-,

Esra ka akuarium me dimensione 2,5 dm; 4 dm dhe 3 dm. Sa litra ujé nevoiten gé té
mbushet akuariumi?

A. 60 |
B.301
C.321
D. 241

Syprina e rrethit éshté 2567 cm?. Diametri i tij éshté:

A.42 cm
B.18 m
C.32m
D.30m

Lartésia e kuadrit me véllim 60 m3 me gjatési 5 m dhe gjerési 4 m éshté m.

Trapezi me baza 20 cm dhe 10 cm dhe sypriné 60 cm? ka lartési:

A.4 cm
B.5cm
C.8cm
D.2cm

Tringa ka kuti e cila zé 600 cm3 sheqer. Ajo do ta derdh sheqgerin né kuti tjera mé té
vogla té cilat kané forma té kuadrit me dimensione 4 cm, 5 cm dhe 6 cm. Sa kuti i
nevojiten?

A7

B. 4

C.5

D.6

Ara né formé té paralelogramit me brinjé mé té gjaté 50 m, e largesa ndérmjet
brinjéve mé té médha éshté 8 m ka sypriné m?2.
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55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

Brinjét e paralelogramit jané 10 dm dhe 8 dm. Lartésia mé e madhe 5 dm. Sa éshté
lartésia mé e vogél?

A.4dm

B.3 dm

C.3cm

D. 6 cm

Rrota e automobilit ka diametér 100 cm. Sa heré éshté rrotulluar kur ka kaluar rrugé
prej 31400 cm?

A. 150
B. 200
C. 140
D.100

Né katroré me brinjé 30 cm éshté brendashkruar rreth. Syprina e rrethit éshté

cm?.

Paralelogrami me brinjé 10 m dhe lartési té léshuar né brinjén tjetér 5 m ka perimetér
44 m. Syprina e paralelogramit éshté:

A. 55 m?
B. 80 m?
C. 60 m2
D. 75 m?

3
Sa éshté gjasa p té njé ngjarje té dhéné, nése gjasa e ngjarjes sé kundért éshté 3 ?

o >
I ]| U

o

D. pérgjigje tjetér

Gjasa e ngjarjes: Gjaté hedhjes sé kubit pér lojé gjasa té bie numér tek i pikave éshté

Né njé rrugé jetojné 7 fémijé té moshés 2, 5, 7, 12, 5, 6 dhe 8 vjet. Cila éshté mediana
e kétij grupi té dhénash?

A. 5.

B. 6.

C. 12.

D. pérgjigje tjetér
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62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

Numri i golave qé i ka shénuar njé ekip futbolli gjaté ndeshjeve té caktuara ka gené:
0,0,0,1,1,2, 2,2, 3, 3. Mediana e té dhénave éshté .

Numri i kafeve qé pér 22 dité né njé kafene jané shitur éshté treguar né tabelén e
dhéné té frekuencave. Klasa modale éshté

Kafeté 0—-19 | 20—-39|40—-59 | 60—79 | 80—99

Shpeshtésia 2 4 8 5 3

Hedhen dy monedha. Mundésité e mundshme jané

Né njé kuti ka patur 4 toptha té bardhé, 5 té kaltér dhe 6 té kuq. Sa éshté gjasa té
térhiget topthi i kuq?

4
A —
15

3
B.-
5
2
C.-
5

D. pérgjigje tjetér

Né njé shporté ka20 fleté ku jané shénuar numrat natyroré nga 1 deri 20. Cakto gjasén
se numri rastésisht i térhequr do té jeté i pjesétueshém me 3.

Térhiget njé letér nga grumbulli me 32 letra. Cili nga pérfundimet do té keté gjasé mé
té madhe té térhiqet dhjetéshja, té térhiget dymbédhjetéshja ose té térhiget
trembédhjetéshja?

A. té térhiget dymbédhjetéshja.

B. Gjasa té njéjta.

C. té térhiget dhjetéshja.

D. pérgjigje tjetér

Gjaté sjelljes sé njé numri telefonik Sara e ka harruar shifrén e fundit. Gjasa qé ta
géllojé rastésisht shifrén e fundit éshté

Gjasa qgé té géllosh né cilin muaj éshté lindur ndonjé njeri éshté
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70. Nga fjala ,SOFRAT" zgjidhet rastésisht njé shkronjé. Gjasa shkronja e zgjedhur té jeté
zanore éshté:

1
A.

™

5

1
"3
2

'3

. pérgjigje tjetér

71. Shuma e té dhénave éshté 48, e mesi aritmetik éshté4. Numri I té dhénave éshté

72. Gjasa gé gjaté hedhjes sé dy kubeve pér lojé do té bien dy numra té njéjté éshté:
5

D. pérgjigje tjetér
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DETYRA PER KLASEN E IX-TE

Prodhimi i dy numrave éshté -18, e shuma e tyre éshté 3. Numrat jané

Sa éshteé 5% % nga 200?

A 11.

B. 22.

C. 110.

D. pérgjigje tjeteér.

Numri decimal 2,25 i shndérruar né thyesé éshté

4
Sa fitohet gjaté pjesétimit té 0,75 me 3 ?

A 1.

B.0,1.

C.0,5.

D. pérgjigje tjetér

Cmimi i zvogéluar 20 % éshté paguar 120 denaré. Cmimi para zvogélimit ka qené

Sa éshté njé e katérta e 2987

A. 2%,

B. 2100,

C. 1%,

D. pérgjigje tjetér.

Largesa ndérmjet dy qyteteve A dhe B éshté 300 km. Né harté kjo largesé éshté 60 cm.
Pérpjesa éshté e barabarté me

1 1

1
Shuma e thyesave — + — + —— +
10 100 1000 10000

éshte

1111

"1000°
1111

"10000°
101

1000
D. pérgjigje tjetér.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

2,5:105
25-108°
A.10-1073
B.10- 103
C.107*

D. pérgjigje tjetér.

Njehso:

2 7
Pérpjesa PRET i shprehur népérmjet numrave natyroré éshté

Cili numér duhet té jeté né katroré qé té jeté i sakté barazimi 2% - 2 5= 67

A 2.
B. 6.
C.3.
D. pérgjigje tjetér

1

7
Njehso: ——.
7 14
A 14
1
B.-
7
C.2

D. pérgjigje tjetér

¢mimi i njé automobili ka gené 300 000 denaré. Sa do té paguan Fatoni pér automjetin
nése tatimi éshté 15 % ?

caaa (4 (%0
Sa éshté (g— (5) ) ?
A. 0.
B. 9.
C.-2.
D. pérgjigje tjetér

Numri decimal 0,125 i shénuar si thyesé e pathjeshtueshme éshté

Eshté shénuar prodhimi i té gjithé numrave natyroré tek ndérmjet 1 dhe 2018. Shifra
e njésheve éshté:

A. 5.
B. 1.
C.0.
D. pérgjigje tjetér.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Numri i nxénésve né njé shkollé éshté mé i vogél se 500. Nése nxénésit grumbullohen
né grupe me nga 36 nxénés, ose né grupe me nga 60 nxénés, ose né grupe me nga 24
nxénés, né té gjitha rastet do té ngelin 7 nxénés jashté grupeve. Sa nxénés ka né
shkollé?

¢cmimi i palltos éshté zvogéluar 20 %, e mé pas éshté zvogéluar edhe 25 % dhe shitet
pér 600 denaré. Cmimi para zvogélimit té cmimit éshté:

A. 800 denaré.

B. 1200 denareé.

C. 1000 denaré.

D. pérgjigje tjetér

Njé e treta e njé té shtatés nga 441 éshté

Deri te numri treshifroré éshté shénuar numri i njéjté. Sa éshté herési i numrit té
fituar me numrin e paré?

A 11.

B.1001.

C.1111.

D. pérgjigje tjetér

Njeriilarté 2 m hedhé hije prej 1 m. Sa éshté i larté druri, i cili né té njéjtin moment
dhe né vend té njéjté hedhé hije prej 6 m?

Njehso: stz .
V625-24

A 1.

B.5.

C.2.

D. pérgjigje tjetér

Né restorant éshté porositur ushqim me lirim prej 10 % dhe pije 15 %. Llogaria para
zbritjes ka qené 2000 denaré, e pija ka gené 1000 denaré. Sa té holla éshté paguar
llogaria?

Numri djemve dhe vajzave né paralele géndron 7 : 9. Sa prej tyre jané djem nése né
paralele ka 32 nxénés?

A. 18 djem.
B. 14 djem.
C.12 djem.
D. pérgjigje tjetér
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

1 1
Sa éshté 12 % nga §+ Z?

Sa pér qind e sipérfaqges té trekéndéshit té ngjyrosur éshté treguar né vizatim?
A15% X 6

B.20 % 4

C.25% 8

D. pérgjigje tjetér.

Sa vite ka néna e cila éshté 21 vjet mé e vjetér se e bija e saj, e 21 vjet éshté mé e re se
néna e saj nése sé bashku kané120 vjet?

Pérpjesa: 25 % : 0,7 : 2% shénoje né formén e vet té thjeshté.

A6:7

B.6:5
C.5:14:44

D. pérgjigje tjetér

Pér shpallje té informatés né gazeté, éshté shfrytézuar formula vijuese
S =15n+ 100, ku S éshté ¢mimi né denaré e n numri i fjaléve. Sa éshté ¢cmimi i
informatés e cila ka 20 fjalé?

A. 500 denaré.

B. 400 denaré.

C. 450 denaré.

D. pérgjigje tjetér

Pér cilén vleré té k, barazimi kx = 12 + k ka zgjidhje x = 5?

Numrat me shumé 120 dhe ndryshim 40 jané:

A. 80 dhe 40
B. 80 dhe 20
C.70 dhe 50
D. pérgjigje tjetér

Parametrimné barazimin x? — x + m = 0 me zgjidhje x = 1 éshté

Shprehe x né formulén e dhéné A = ax — 5, népérmjet A dhe a.

71



DORACAK NGA MATEMATIKA PER NXENES TE KLASES SE VI, VIII DHE IX-TE
DHE PER ARSIMTARET E TYRE

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

Shénoi té gjithé numrat e ploté pozitiv té cilét jané zgjidhje té jobarazimit pér x < 4.
A.{0,1,2,3,4}

B.{1,2,3,4}

C.{1,2,3}

D. pérgjigje tjetér

Shénoi té gjithé numrat e ploté pozitiv té cilét jané zgjidhje té x — 1 > 4.

Barazimi 2x — 3y = 6 té shénohet né formén y = mx + c.
2
Ay ——Ex—z
2
B.y = 3X 2
Cy =§x+2

D. pérgjigje tjetér
Sa éshté pjerrtésia (devijimi) i drejtézés 4x =5 — 7y?

Zbérthe né shumézues: x? — 4x + 3.
A (x—1)(x—3)
B.(x —1)(x + 3)
Clx+1(x—-3)
D. pérgjigje tjetér

3\ 81
Pér cilén vleré ténéshté i sakté barazimi (—) =—7

5/ 625
o . 49-x?
Pas thjeshtimit té thyesés ——— fitohet:
A7—x
B.1
C.74+x
D. pérgjigje tjetér
. . . X—y=5 s
Sistemi i barazimeve { o, zgjidhje.
x—y=3
Shprehja pas thjeshtimit —(2222225 éshte:
A.n®
B.n%°
C. 105

D. pérgjigje tjetér.
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43.

44,

45.

46.

47.

48.

49,

50.

Shénoje funksionin invers té funksionit y = x — 3.

Garuesi atlet né cak ka mbérri i 203-ti. Eshté konstatuar se secili i pesti éshté
diskualifikuar. Plasmani i garuesit éshté:

A.198- ti.
B.177-ti.
C.163- ti.
D. pérgjigje tjetér.

Kamioneta 1éviz me shpejtési mesatare 60 km/h. Dy oré mé voné nga vendi i njéjté
éshté nisur njé automobil, i cili ka 1évizur né drejtim té njéjté me shpejtési mesatare

80 km/h. Pas sa oréve automobili e mbérrin kamionetén?

Zgjidhje e barazimit (x — 3) - (x + 3) — x? + 3x = 3 éshté:

Ax=4
B.x=3
C.x=0

D. pérgjigje tjetér.

2.2
Thjeshto thyesén e Ay

ax—ay
Nése y = 5 + 3x, atéheré sa éshté f~1(17)?

A -4

B. 4.

C.18.

D. pérgjigje tjetér

Syprina e trekéndéshit ndérmjet boshteve koordinative dhe drejtézés
6x + 7y — 42 = 0 éshté:

A 21

B. 31

C.23

D. pérgjigje tjetér.

Anija nga porti lundron 3 km né veri, e pastaj 4 km né peréndim. Sa km anija éshté
larg nga porti?

A.7 km

B.5 km

C.3,5km

D. pérgjigje tjetér.
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51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

Njehso gjatésiné e brinjés mé té shkurté té trekéndéshit kénddrejté nése dy brinjét
kané gjatési 40 cm dhe 41 cm.

Kulmet e trekéndéshave barakrahés me bazé té pérbashkét i takojné:
A. boshtit té simetrisé.

B. drejtézés qé e pérmban baza.

C. drejtéza normal me bazén.

D. pérgjigje tjetér

Radhiti nga madhésia brinjét e trekéndéshit ABC (AB = ¢, BC = a, AC = b), duke
filluar nga mé e vogla, nése =A = 60 dhe =B = 30.

Sa éshté kéndi i gjeré ndérmjet simetraleve té kéndeve té ngushté té trekéndéshit
kénddrejté?

Nése né trekéndéshin ABC ka njé kénd 42°, e dy tjerét géndrojné si 5 : 1, atéheré ai
trekéndésh né raport me brinjét éshté:

A. kénddrejté.

B. kéndgjereé.

C. kéndngushté.

D. pérgjigje tjetér.

Né trekéndéshin barakrahés, kéndi i gjeré i formuar nga simetralet e dy kéndeve té
barabarté éshté tre heré mé i madh se kéndi né kulm. Kéndi né kulm té trekéndéshit
éshté

Né trekéndéshinABC, kéndi i jashtém né kulmin Aéshté a; = 120° e kéndi i
brendshém né kulmin C éshté y = 60°. Cfaré éshté trekéndéshi sipas brinjéve?

Syprina e katrorit éshté 25 cm?. Syprina e rrethit té brendashkruar né katroré éshté

Syprina e kubit éshté 150 cm?. Sa éshté véllimi i kubit?

A.75 cm3,

B. 150 cm3.

C. 125 cm?.

D. pérgjigje tjetér.
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60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

Njehso rrugén e kaluar té automobilit gjaté 1évizjes me shpejtési mesatare 72 km né
oré pér kohé prej 120 minuta:

A. 192 km.

B. 144 km.

C.72 km.

D. pérgjigje tjetér.

Ena cilindrike ka rreze prej 3 m dhe lartési prej 3 m. Syprina e enés éshté

Rezervuari pér ujé né formeé cilindri ka rreze prej 4 m dhe lartési prej 6 m. Sa litra ujé
1 z€ rezervuari?

A. 75360 I.
B. 25420 I.
C. 95580 I.
D. pérgjigje tjetér.

Vlera numerike e véllimit té cilindrit me lartési 2 méshté e barabarté me vlerén
numerike té perimetrit té bazés. Sa éshté rrezja e bazés sé atij cilindri?

Kopshti né formé té drejtkéndéshit me dimensione 16 m dhe 8 m éshté mbéshtjellé
me lehé té luleve té gjeré 2 m. Sa éshté syprina e lehés sé luleve?

A.112 m?%

B. 192 mZ.

C. 82 m?.

D. pérgjigje tjetér.

Dimensionet e kuadrit qéndrojné 5: 6 : 7, e shuma e tyre éshté 36 dm. Véllimi i
kuadrit éshté

Nése né katroré éshté brendashkruar rrethi, atéheré raporti i syprinave té tyre éshté:

Nése rrezja e njé rrethi rritet pér 2, atéheré gjatésia e vijés rrethore do té rritet pér:

A. 4m.

B. 4.

C.2m.

D. pérgjigje tjetér.

Cilindri me lartési 4 cm ka véllim 100w cm3. Sa éshté syprina e tij?
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69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

Sa litra ujé zé ena cilindrike me diametér té bazés 10 dm dhe lartési 300 cm?

A122m |,
B.22351.
C.23551.
D. pérgjigje tjeteér.

Sa éshté mediana e shembullit: 27, 31, 33, 35, 37, 37, 40?

A. 37.
B. 35.
C. 13.
D. pérgjigje tjetér.

2
Né njé kuti ka toptha té kuq dhe té zi. Gjasa gé té térhiget topi i kuq éshté Pt Sa jané
gjasat qé té térhiget topthi i zi?

Irma ka luajtur katér ndeshje tenisi. Né tre ndeshje ka patur nga 10 piké, e né njé
ndeshje ka marré 2 piké. Sa mesatarisht pika ka fituar nga katér ndeshjet e saja?

A.9 pikeé

B. 8 piké.

C.7 pikeé.

D. pérgjigje tjetér.

Hedhen dy kube. Gjasa qé njéra pas tjetrés té bien numrat 6 éshté

Rastésisht éshté zgjedhur numér nga bashkésia {1,2,3,...,20}. Cila éshté gjasa qé
numri i zgjedhur gjaté pjesétimit me 4 té jep mbetje 27

3
A —.
20
1
B.-.
5
1
C.—.
4
D. pérgjigje tjetér.

Nése né kuti ka 25 toptha té bardhé, 15 té kuq dhe 10 té gjelbér, dhe nga ajo térhiget
njé topth, atéheré gjasa qé topthi nuk éshté i bardhé éshté:
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76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

Gjasat nga konvertimi i 52 letrave té térhiget, dhjetéshe e kuge” éshté:

1
A —.
26
1
13
4
C.—.
13
D. pérgjigje tjeteér.

B.

Sa éshté vlera e x; ashtu qé mesi aritmetik i numrave 7, 8, 15 dhe xté jeté 13?

3
Né kuti ka kube té kuge dhe té verdhé. Gjasa gé té térhiget kubi i kuq éshté 5 Cili

éshté numri mé i vogél i kubeve té verdha né kuti?
A. 3.

B. 4.

C. 2.

D. pérgjigje tjetér

Njé person e ka harruar shifrén e fundit té numrit telefonik té shokut té tij. Sa éshté
gjasa qé ta gélloj sakté numrin telefonik té shokut té tij?

Né njé kuti ka kube té kaltér, té gjelbér dhe té verdhé. Numri i kubeve né té éshté 20.
2
Gjasa qé té térhiget kubi i kaltér éshté = Cili éshté numri mé i madh i kubeve té kaltér

né kuti?

A. 8.

B. 10.

C.12.

D. pérgjigje tjetér

Nése secili anétaré i vargut té numrave: 1, 5,9, 13 rritet pér 14, atéheré mesi aritmetik
i numrave do té zmadhohet pér

Sa éshté anétari i panjohur né vargun: 3, 5, 7, 20, 10, 13, x, nése mesi aritmetik i
numrave té vargut éshté 11?

A 11.

B. 19.

C.22.

D. pérgjigje tjetér

Hedhen monedha dhe kubi. Sa éshté gjasa qé monedha té tregojé anén -shkrimi, e
kubi té paraqitet numri tek?
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84. Raporti i tréndafilave té kuq dhe té bardhé né njé shporté éshté 3 : 5. Né shporté ka
80 tréndafila. Sa jané gjasat té térhiqget tréndafili I kuq?
7

os]

8

5

8

3

C.-.
8

D. pérgjigje tjeteér.
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ZGJIDHJE PER KLASEN E VII-TE

O N ok W e

N T o S o S = VY SN ST N SN
0 N O U1 b W N =R O

—_
O

W W W wWwwWwNNNNDDNDNDNN-NN
A W N R O O 0 N O U A W KN R O

. y=—§X——

25

C.16

B. 64

9 cm

A.5m
C.75%
1800 denaré
B. 180

-5

. A.-5

. B.324 km

.0

. G. Pérgjigje tjetér

. C.26

.7A+5B

.A.8x+20y.

. Secili anétaré i ardhshém rritet pér 8
. B. 11

1 2
3

. B.104.
. -35x+25y+10
. A. 179

. x=5

Njé bosht té simetrisé.

. Nuk ka boshte té simetrisé.
. A5

50° dhe 80°.

. C.80°

. 35°dhe 35°.

. B.(4,1)

. C.2

. 6.

. A. Katér boshte té simetrisé.
. B.P=20 m?
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35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42,
43.
44,
45.
46.
47.
48.
49,
50.
51.
52.
53.
54.

55.

56.
57.
58.

59.
60.
61.

62.
63.
64.
65.
66.
67.

P = 1400 mm?
Ch=4m.
r=12dm.
B.P = 3600m cm?.
B. 9 cm.

6 km

A.150 m3

36 cm?

B. P =94 cm?
30T m.

C.301.

P =180 dm?2.
C. 50 m.

48 m.

B. 125,6 m.

A. 40 m.

8 cm.

B. 1800 cm?Z.
1024000 I.

B. ngjarje e pamundur.

1
36
C.1
1.

0,3
2

7
té gjithé nxénésit.
Az
2
7
C. 4dhe5
3
ngjarje e pamundur.
24
B. 0,98.
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19.

20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

0,8(3).
C. 90

500 = 22 - 53,
B.1001 = 7-11-13

. 15%

. C.27

. B.60.

. 800 denaré.

. D.12

. 28840 denaré.
. B.40%

. B.-81

1

o

1
A -
2

A. 400 denaré.

P =25x+5.
A.3a%? —20a — 10
L =14x + 8y.

P=12b+ 12c + 2bc.

C.20

8.
C.3n—-1
13—4n.
22.

3 cm.

Xx=4,y=3.

ZGJIDHJE PER KLASEN E VIII-TE
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32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44,
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.

59.

60.
61.
62.
63.
64.

65. C

66.

B.9

A. 160

4.
y=5x+3
35°.

C.50° dhe 50°
B. 125°

140° dhe 110°.
(3,6).

D. 140°
(-3,3).
C.(0,0)
(0,8).

20 m.
D.r=15dm
60 cm?2.

50T m.
B.301
C.32m
3m.

A.4 cm

C.5

400 m?

A. 4 dm

D. 100

2251 cm?.

C. 60 m?

al

0,5.

B. 6.

1,5

40 — 59

GG, GF, FG,FF. Sqarim G-germat ose shkrimi i monedhés, F-Fotografia né monedhé
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67.
68.

69.

70.
71.
72.

N o e

®©

10.
11.
12.
13.
14.

15.

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

B. Gjasa té barabarta.

1
10’
1

12
1
B. -
3
12.
1
B.-
6

6 dhe 3.

A 11.
9

Z.

A. 1.

150 denareé.
A. 29,

1: 5000 000.

1111
"10000

Cc.10™*
10:7.
B. 6.
C.2

345 000 denaré.

B.9.
1

g.

A5

367 nxéneés.

C. 1000 denaré.
21.

B. 1001.

1Zm

A1l

ZGJIDHJE PER KLASEN E IX-TE
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23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.

33. x

34.
35.

36.

37.

38.
39.
40.
41.
42.
43.
44,
45.
46.

47.

48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.

2650 denaré
B. 14 djem.
0,07

C. 25 %.

40 vjet
C.5:14:44
B. 400 denaré.
k=3

A. 80 dhe 40.
m=0.

_ A+5

a
B.{1,2,3,4}
56,7,.
2
B.y = 33X~ 2
4

7
A (x—1)(x—-3)
n=4
C7+x
nuk ka zgjidhje.
B.n>°
y=x+3
C.163- ti.
8 oré.

Ax=4
x+y
a

B. 4.
A. 21
B. 5 km.

9 cm

A. Boshti i simetrisé.

¢, a,b.

135°

B. kéndgjereé.
36°.

86



DORACAK NGA MATEMATIKA PER NXENES TE KLASES SE VII, VIII DHE IX-TE

DHE PER ARSIMTARET E TYRE

57.
58.

59
60

61.
62.
63.
64.
65.

66.

67.
68.
69.
70.

71.
72.
73.

74.

75.

76. A

77.
78.

79.

80.
81.
82.

83.

84.

barabrinjés
6,25 m cm?.
. C.125 cm3.
. B. 144 km
36w m2.

A. 75360 1.
1m

A. 112 m?.

1680 dm?
4

VA

A 4rm

P =907 cm?
C.23551.

B. 35.

X =22

o | w
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TEMA 4

Induksioni matematikoré

Principi i induksionit matematikor éshté metodé e vlefshme pér pérdéftimin e disa
pohimeve matematikore: barazime té caktuar, jobarazime, pjesétueshmeéri, etj. Né temé
jané dhéné disa formulime té kétij principi dhe té njéjtat jané ilustruar népérmjet té
shembujve.

/\,
&N
/'\‘// 0\
AV
XO\
B X
XO\
XO\
N
&
X
XO\
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Pohim: Le té jeté gnumeér real ashtu qé g # 1. Atéheré pér ¢cdon € N vlen

2 n-1_ q'—1
1+qg+q -+ ... +q = =T
n-1
Pérdéftim: (induksioni) Pércaktojmé giykim Ly 1+q+q? + ..+ q" 1 = qu ku

n € N.
-1
(1) (baza e induksionit) I; éshté: 1 = %, gé paraqget gjykim té sakté.

qn+1_1
q—1

ana e majté e I,,,; éshté shuma (ana e majté e I,) + g7 . Nga kétu sipas tezés sé
induktivitetit, sipas hipotezés induktive,

(2) (hap induktiv) Gjykimi I,,,; éshté:1+q+q*>+ ..+ q" = . Té theksojmé se

qn—l_l + qn _ qn_1_|_qn+1_qn _ qn+1_1

2 n-1 n _—
1+q+qg°+ .. +q"H)+q" = ) —1 =1

Me kété pérdéftuam se pér ¢do numér natyroré n vlen implikacioni I,, = I,,,,. Sipas
principit té induksionit matematikor, pér ¢do n € N gjykimi [,, shté i sakté.

Induksioni matematikoré paraqget tekniké té fugishme pér pérdéftim té gjykimeve qé I
takojné numrave natyroré. Ideja né té cilén bazohet kjo metodé éshté mjaft e thjeshté:

Secili numér natyrorén > 1 ka (paraardhés té drejtpérdrejté) n — 1 dhe me numeér té
kufizuar , kthim kah paraardhési” arrijmé deri te numri 1 gjegjésisht. Deri te numri mé i
vogél natyroré.

Pohimet qé pérdéftohen me induksionin matematikoré (né vazhdim do té pérdorim
vetém termin induksion), mé sé shpeshti jané té formés vijuese: pér ¢do numér natyroré
n, le té jeté I,, éshté gjykim gé i takon n. Pér pohim té llojit:

Pohim: Gjykimet I3, I,, I5, ... jané té sakta.
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Procedura pér pérdéftim me induksion éshté sa vijon:

Pérdéftim: (induksioni)
Hapi 1: Tregojmé se gjykimi [; e BUCTUHUT.
Hapi 2: Tregojmé se pér ¢cdo numér natyroré n, [, = [,,,.

Me fjalé tjera, nése gjykimi [,, éshté gjykim i sakté atéheré edhe I,,,; éshté i
sakté.

Nga principi i induksionit matematikoré rrjedh se gjykimet [, [,, I3, ... jané té sakta.

Gjaté késaj, hapi 1 quhet baza e induksionit; hapi 2 quhet hap induktiv: duke supozuar
saktésiné e I, e pérdéftojmé saktésiné e I,,,; ku n éshté numér natyroré i ¢farédoshém;
supozimi ,le té jeté I,, gjykim i sakté“ quhet hipotezé induktive.

Shembulli 1: Shuma e n numrave té paré natyroré tek éshté n2. Me fjalé tjera,
1+3+5+...+(2n—-1) =n2

Perdéftim: (induksioni) Shénojmé gjykimI[,,: 1+3+5+...+(2n—1) = n?kun € N.
(1) (baza e induksionit) Gjykimi I; éshté: 1 = 12, qé qarté vérehet se plotésohet.
(2) (hapi induktiv) Supozojmé se I,, éshté i sakté, gjegjésisht se vlen barazimi 1+ 3 +
5+...+(2n—1) =n2 Qéllimi yné éshté té tregojmé se gjykimi I,,,; éshté i sakté.
Fillimisht, si éshté gjykimiI,,, 7

lhy1: 14+3+54+...+2n+1)—-1)=Mn+1)3

gjegjésisht

Int1: 1+3+5+...+(2Zn+1) =M+ 1)
Té shénojmé se ana e majté e I,,,; éshté shuma: (ana e majté e I») + (2n + 1). Sipas
hipotezés induktive, kjo shumé éshté e barabarté me n? + (2n + 1), a.é. (n + 1)2
Me fjalé tjera, treguam se vlen implikacioni [, = I, .
Nga principi i induksionit matematikoré, rrjedh se té gjitha gjykimet I, I,, I3, ... jané té

sakta, gjegjésisht pér cdo n € N vlen barazimi

1+3+5+...+(2n—-1) =n2
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nn+1)

Shembulli 2: Shuma e n numrave té paré natyroré éshté

Me fjalé tjera,

1
1+2+3+...+n=n(n;r ),

nn+1)

Pérdéftim: (induksioni) Le téjeté [,: 1+2+3 +...+ n = kun € N.

1-2
(1) (baza e induksionit) Gjykimi I; éshté: 1 = 7 qé vérehet se éshté plotésuar.

(2) (hapi induktiv) Supozojmé se I,, éshté i sakté. Gjykimi I,,,; do té jeté késhtu:

n+1)(n+2)

1+2+43+4+...+(n+1)= >

Té shénojmé se ana e majté e I,,,; éshté shuma: (ana e majté e I,,) + (n + 1). Sipas
hipotezés induktive, kjo shumé éshté e barabarté me

nn+1) _ n _ n+1)(n+2)
> +(n+1)—(n+1)(2+1)——2 :

Metoda e induksionit zbatohet lehté né pérdéftim té pohimeve si ato né dy shembuijt e
méparshém ku secili nga gjykimet i takon ndonjé shume (ose prodhim), ku shuma
(prodhimi) i theksuar né I,, paraget pjesé té shumés (prodhimit) té theksuar né I,,, ;.

Ja edhe dy shembuj té ngjashém.

Shembulli 3: Nése g éshté numér real ashtu qé g # 1. Atéheré pér ¢cdon € N vlen

q"-1

1+q+q¢*+ ..+q" 1= p—

n_
Pérdéftim: (induksioni) Nésel,;: 1+ q+ g%+ ..+ q" 1= qull kun € N.

(1) (baza e induksionit) Gjykimi I; éshté: 1 = Z%i, qé vérehet se paraget gjykim té sakté.
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qn+1_1
q-1 "~
éshté shuma (ana e majté e I,,) + q". Nga kétu, sipas hipotezés induktive,

(2) (hap induktiv) Gjykimi I,,,; éshté: 1+ g+ qg?> + ...+ q" = Ana e majté e I,

qn—l_l 4 qn _ qn_1+qn+1_qn _ qn+1_1

2 n-1 n
1+q+qg°+ ..+q" H+q = -1 p—

Me kété treguam se pér ¢do numér natyroré n vlen implikacioni [, = [, 4. Sipas principit
té induksionit matematikoré, pér ¢do n € Ngjykimi I,, éshté i sakté.

Shembull 4: Pér ¢do numér natyroré n vlen 2"~ 1 > n.

Pérdéftim: (induksioni) Nése [,,;: 2" "1 > nkun € N.
(1) (baza e induksionit) Gjykimi I1 éshté: 20 > 1, qé éshté qarté e sakté.

(2) (hapi induktiv) Gjykimi I,,,; éshté 2" > n + 1. Ana e majté e I,, ,fshihet” né anén e
majté té I, (gjegjésisht, 2™ = 2""1 . 2). Sipas hipotezés induktive

2n=2"1.2>n-2=n+n>n+1.
Treguam se pér ¢do numér natyroré n vlen implikacioni [,, = [,,,4.

Vérejtje: Procesi i pérdéftimit induktiv mund té vizualizohet né kété ményré:
paramendoni rend té pafund té dominove, nga njé pér ¢do numér natyroré, né largesé té
tillé ashtu gé nése cilado domino bie nga e djathta atéheré ajo e shtyn tjetrén fqinje (nga
e djathta). (Kjo éshté hapi induktiv.) Né kété kontekst, principi i induksionit
matematikoré tregon se nése edhe e para, gjegjésisht edhe dominoja mé né té majté
rrézohet (baza e induksionit), atéheré té gjitha domino do té rrézohen. Kuptohet, Secila
domino e rrézuar simbolizon se gjykimi pérkatés nga vargu I, I, I3, .. éshté i sakté.
Pérdéftimi se dominoja e paré bie, nuk duhet té mungojé!

Shembulli 5: Pér ¢o numér natyroré n vlen barazimin =n + 1.

Hapi induktiv I,, = I,,,; nénkupton pérdéftim té implikacionit ,nése I,, atéheré I,,,,"
Implikacioni i kétillé nuk éshté plotésuar vetém né rast kur I,, éshté i sakté, e 1,,,; gjykim
jo i sakté. Nga hipotezan = n + 1 lehté nxirret se n + 1 = n + 2, por kjo nuk don té thoté
se me induksion kemi treguar se pér ¢don € Nvlenn = n + 1, sepse harruam né bazén e
indukcionit 1 = 2, e cila qartazi éshté gjykim jo i sakté.

Nga shkaget e njéjta (gjegjésisht nése e injorojmé bazén e induksionit ), i gabuar do té jeté
ypérdéftimi“ induktiv i pohimit se pér ¢do n € N, numri 2n + 1 éshté cift.
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Vlen té theksohet edhe ajo se hapi induktiv realizon pérdéftim té implikacionit I,, = 1,
pér cfarédo (gjegjésisht pér ¢do) numér natyroré n. Njé gabim mé suptil éshté ilustruar
me shembullin vijues.

Shembulli 6: Té gjithé kuajt né planetin toké kané ngjyré té njéjté.

Pérdéftim “: (induksioni) Pohimi mund té parafrazohet né kété ményré:
Pér¢don € N, té zgjedhur té cfarédoshém nkuaj kané ngjyreé té njéjté. Le té jeté ky gjykimi
[,,. Duam té tregojmeé se gjykimet I, I,, I3, ... jané té sakté.

(1) (baza e induksionit) Gjykimi I; éshté qarté i sakté.

(2) (hapi induktiv) Duke supozuar se I,, éshté gjykim i sakté, té tregojmé saktésiné e, ;.
Pér até shkak, shqyrtojmé n + 1 kuaj té ¢farédoshém dhe té marrim se jané né njé rend
Ky, Ky, ..., Ky41- Kuajt e paré n (gjegjésisht. Ky, K, ..., K,,) kané ngjyré té njéjté, té themi
té zezé, sipas hipotezés induktive. Nga arsyet e njéjta, n kuajt e fundit (gjegjésisht.
K,, ... ,Ky41) kané ngjyré té njéjté, dhe pasi qé K, éshté i zi, patjetér edhe ata n kuajt té
jené té zi. Me kété ,pérdéftuam” se kuajt K, K, ..., K, 41 jané té zi.

A e vérejtét gabimin gjaté pérfundimit né hapin induktiv?

Pér implikacionin I, = I,,,; nevoitet té pérforcohet validiteti pér ¢cdon €N, e
né,pérdéftimin “e mésipérm ajo nuk plotésohet, gjegjésisht ka njé pérjashtim: n = 1.
Gjegjésisht, né até rast bashkésité {K;, ... , K,,} dhe {K,, ..., K,,41} nuk kané prerje
(gjegjésisht prerja e tyre éshté bashkési e zbrazét), prandaj asgjé nuk kushtézon ngjyra e
grupit té paré té kuajve té pérputhet me ngjyrén e grupit té dyté té kuajve.

Pérfundim: Hapi induktiv duhet té jeté korrekt pér ¢do vleré té n e cila éshté mé e madhe
ose e barabarté me vlerén e n né bazén e induksionit.

Do té vazhdojmé me dy shembuj né té cilat pérdéftimi me induksion nuk éshté ashtu
»drejtvizoré” si né ata paraprak.

1,1 1
Shembulli 7: Pér ¢do numér natyroré nvlen — + — + - + — < 2.
12 2 n

zgjidhje: Natyrisht éshté té béjmé pérpjekje duke definuar gjykim I»:

1 1 1
§+2—2+"'+§<2.

Késhtu gjykimi I; éshté Qarté i sakté dhe ana e majté e [,, ,fshihet“ né anén e majté té I, ;.
Por, duke pasur parasysh se jobarazimi 2 + n—lz < 2 nuk éshté plotésuar, nuk jemi né

mundési té kompletojmé hapin induktiv.

93



DORACAK NGA MATEMATIKA PER NXENES TE KLASES SE VI, VIII DHE IX-TE
DHE PER ARSIMTARET E TYRE

Ky shembull éshté ilustrimi i paré né até se ndonjéheré éshté mé thjeshté té tregohet mé
shumeé se ajo qé pohohet. Gjegjésisht, té realizojmé pérdéftim induktiv té pohimit mé té
fugishém ku gjykimi i n-té éshteé:

1 1 1 1
=TS+ .+ —=<2—-.
| 2 + =t et 2 -
1 1
(1) (baza e induksionit) Gjykimi I; éshté = <2- T gjé qé éshté e qarté se éshté

plotésuar.

(2) (hapi induktiv) Nése pér numér té dhéné natyroré n, gjykimi [,, éshté i sakté gjykimi
iradhés [,,,; pohon se:

1

1,1
ST <
izt oe ot (n+1)2 — 2

1
(n+1)2

1
(n+1)2

1 1 1
=(Frptota)t
1 1
<9 _=
=2 n + (n+1)2
_ n+1)2%-n
nmn+1)>2
_ n24+n+1
nn+1)>2
< g __nin
nn+1)2

=2-—L

Sipas hipotezés induktive, 1—12 + ziz + -+

D.m.th, I, = L.

Shembull 8: Pér ¢don € N Vlen\/l +V2+ - +Vn <2

zgjidhje: Kjo éshté edhe njé shembull pér até se ndonjéheré éshté mé thjeshté té tregohet
di¢ mé shumeé se ajo qé pohohet. Le té jeté gjykimi i n-té:

In:pérgdokENvlen\/k+\/k+1+---+\/k+n<k+1.

Do té tregojmé se gjykimet I, I,, I3, ... jané té sakté, nga cka do té del qartazi edhe saktésia
e jobarazimit té dhéné né shembullin.
(1) (baza e induksionit) gjykimi I; éshté vk + Vk + 1 < k + 1, gé me fuqizim né katroré

té dy anéve do té shndérrohet né, gjegjésishtné vk + 1 < k + 1 + k2.
D.m.th, I; éshté gjykim i sakté.
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(2) (hapi induktiv) Pér shkak té shénimit mé té thjeshtg, té shénojmé:

sk,n=\/k+\/k+1+---+x/k+n

Duke supozuar se I, éshté gjykim i sakté, kemi se Sy, < k + 1. Ngelé té vérejmé se éshté

plotésuar barazimi Sy ;11 = \/k + Sk+1n. Me té vérteté,

\/k+\/k+1+---+m=\/k+\/k+1+---+\/m,

Dhe mbledhési i theksuar éshté sakté Sy, 1 ,. Késhtu sipas hipotezés+ induktive,

Sinir =k + Sksin <k + (k+2) =2k +2,
Dhe ngelé té vérehetse v2k + 2 < k + 1.
Pérfundim: Ndonjéheré éshté mé thjeshté, me ané té induksionit matematikoré, té
tregohet mé shumé se kjo qé pohohet. Kjo éshté ashtu pér shkak se hapi induktiv
nénkupton pérdéftim té implikacionit [, = [,,; dhe (ndonjéheré) hipotezé mé té
fugishme induktive térheq pérfundim mé té fugishém!
Né secilin nga shembujt e méparshém, gjaté pérdéftimit té implikacionit na hapin
induktiv, lehtésim ishte ajo gé [,, nuk ishte ,miré e fshehur“ né I,,, ;. Né vazhdim japim dy
shembuj nga pjesétueshmeéria, ku ,fshehja“ éshté (me sa duket) mé miré.
Shembulli 9: Pér ¢cdon € N vlen 9|(4™ + 15n — 1).
Zgjidhje: Té shénojmé se gjykimi I,;: 9|(4"™ + 15n — 1) mund té shénohet né formén

[,:4" = 9a, — 15n + 1, pér ndonjé a,, € Z.

Ky shénim éshté i pérshtatshém pér pérdorim né hapin induktiv.
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(1) (baza e induksionit) I;: 41 + 15-1 — 1 = 9- 2, gjegjésishta, = 2 € Z.

(2) (hapi induktiv) Me supozim se I,, éshté gjykim i sakté, gjegjésisht se vlen 4" = 9a,, —
15n + 1, kemi:

gt = 4.4" =4.(9a, —15n+1) =9 - 4a, — 60n + 4
=9-4a,—15(n+1) —45n+18+1
=9-(4a, - 5n+2)—15(n+1) +1,

gjegjésishta, ., = 4a, —5n+ 2 € Z.
Shembulli 10: Pér ¢do n € N vlen 5|(n®> — n).
Zgjidhje: Gjykimi L,;: 5|(n®> — n) e shénojmé né formén
I,: n° — n = 5a,, pér ndonjé a,, € Z.
(1) (baza e induksionit) I;: 1> — 1 = 5 0, gjegjésishta; = 0 € Z.
(2) (hap induktiv) Nén supozim se [,, éshté gjykim i sakté, kemi
mM+1D5-(+1D)=n°+5n*+10n®>+10n*+5n+1—-n—-1
= (n® —n) +5n* + 10n3 + 10n? + 5n
= 5(a, + n* + 2n3 + 2n? + n),

gjegjésishta,,; = a, +n* +2n>+2n2 +n € Z.

Vetia e numrave natyroré e cila éshté ilustruar me shembullin vijues quhet radhitje e miré
e numrave natyrore.

Shembulli 11: Secila nénbashkési jo e zbrazét e N ka element mé té vogeél.

Zgjidhje: Nése [, éshté gjykimi: ,Secila nénbashkési e Ne cila pérmban element mé té vogél
ose té barabarté me n ka element mé té vogél.“ Me ndihmén e induksionit do té tregojmé
se gjykimet I, I,, I3, ... jané té sakta.

(1) (baza e induksionit) Pasi qé1 éshté numri mé i vogél natyroré, gjykimi I, éshté i sakté.

(2) (hapiinduktiv) Nén supozimin se I,, éshté gjykim i sakté, nése S € N pérmban element
mé té vogél ose té barabarté me n + 1. Nése Spérmban element mé té vogél ose té
barabarté me n, atéheré sipas hipotezés induktive, bashkésia S ka element mé té vogél.
Nga ana tjetér, nése ajo nénbashkési S nuk pérmban element mé té vogél ose té barabarté
me n, atéheré n + 1éshté elementi i saj mé i vogél.
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Treguam se [, = 1,,,4, qé e kompleton pérdéftimin induktiv.

Nése S C N dhe S€ éshté komplementi i saj relative, gjegjésisht S = N \ S. Derisa S # N,
nénbashkeésia S¢ éshté e zbrazét dhe (sipas shembullit 11) ekziston elementi mé i vogél i
S¢.

Pérfundim: Nése S € N dhe S # N, atéheré ekziston numér mé i vogél natyroré qé nuk i
takon S.

Pérfundimi I fundit na dérgon kah njé variant té metodés sé induksionit matematikoré, e
quajtur metoda e rénies sé pafundme:

Gjykimet I;, I,, I, ... jané té sakta, derisa nuk
ekziston n mé i vogél pér té cilén gjykimi I,, nuk
éshté i sakté.

Metoda e rénies sé pafundme rrjedhé nga matematicienti i njohur francez Pjer Ferma
(1601-1665). Ai ka shfrytézuar kété metodé qé té tregojé se barazime té caktuara
konkrete nuk kané zgjidhje né bashkésiné e numrave natyroré. Kété temé e mbyllim me
dy ilustrime té metodés sé rénies sé pafundme.

Shembulli 12: Numri v2 éshté iracional.

Zgjidhje: Nése I,,: Nuk ekziston m € N pér té cilin V2 = % Mjafton té pérdéftojmé se
gjykimet I, I,, I3, ... jané té sakté. Do té béjmé kété me ndihmén e metodés sé rénies sé
pafundme. Gjegjésisht, té supozojmé se I, I,, I3, ... nuk jané té gjitha té sakta, dhe le té
jeténnumri natyroré meé i vogél pér té cilin gjykim [,, éshté i pasakté, gjegjésisht n éshté
numri natyroré meé i vogél pér té cilin ekziston shénimi

\/Ez%,m,nEN.

Pasi qé1 < V2 < 2, kemi se n < m < 2n. Nga kétu, 0 < m — n < ngjegjésishtm — néshté
numér mé i vogél natyroré nga numri n. Do té tregojmé se gjykimi I,,_,, éshté jo i sakté
me cka do té demonstrojmé barazimin:

2n-m _ n(2n-m) _ 2n’-mn _ m?-mn _ m(m-n) _

Me té vérteté, p Por kjo térheqé

m-n n(m-n) o n(m-n) o n(m-n) o n(m-n) o

se V2 = 2_;”, gjegjésisht se nnuk éshté numri mé i vogél natyroré pér té cilin [,, éshté

gjykim jo i sakté. Kjo éshté kundérthénia e déshiruar. Sipas metodés sé rénies sé
pafundme, secili nga gjykimet I, I,, I, .. éshté I sakté, gjegjésisht V2 éshté numér
irracional.
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Shembulli i radhés (I fundit) e pérgjithéson té méparshmin.
Shembulli 13: Nése a € N, por va & N. Atéheré, va éshté numér irracional.

Zgjidhje: Numri v/a shtrihet ndérmjet dy numrave natyroré, le té jené k dhe k + 1,
gjegjésisht le té jené
k<va<k+1.

Pércdon € N, shqyrtojmé gjykim I,,: Nuk ekziston m € N pérté cilinva = % Me ndihmén

e metodés sé rénies sé pafundme do té tregojmé se gjykimet I, I, I3, ... jané té sakté.

Duke e supozuar té kundértén, ekziston numér natyroré mé i vogél n pér té cilin gjykimi
I, nuk éshté i sakté, gjegjésisht ekziston mé i vogli n € N ashtu qé va = %, pér ndonjé

m € N.

Nga k <+a <k +1 fitohet se kn <m < kn + n, gjegjésisht 0 < m — kn < n. D.m.th,

. e e an—-km m N R
m — kn € N dhe m — kn < n. Port € shénojmé se e Me té vértetg,

an—-km _ n(an-km) an’-kmn _m?-mkn _ m(m-kn)

m—-kn n(m—-kn) - n(m-kn) - n(m—kn) - n(m-kn)’
an—km
D.m.th, Va = o———
éshté numri mé i vogél natyroré pér té cilin gjykimi I,, éshté i pasakté. Kjo éshté

dhe an — km € Z, qé térheqé se an — km € N. Por, atéheré n nuk

kundérthénia e déshiruar.
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TEMA 5

Hyrje né jobarazime

Né kété temé jané pérfshiré kuptimet themelore pér jobarazimet ndérmjet numrave
real dhe jané shqyrtuar disa jobarazime té pérgjithshme elementare. Jané pérfshiré edhe
kuptimet pér mes aritmetik, gjeometrik, harmonik dhe mes katroré dhe jané pérdéftuar
jobarazimet themelore ndérmjet meseve. Jané dhéné numér i mjaftueshém i shembujve
té zgjidhur nga té cilét mund té vérehen teknikat themelore pér pérdéftim té
jobarazimeve.

V6 < V6 + 3

=

6+ |6+-+V6< |6+ [6+--+V6+3=23

a+b c+d
a+b+c+d 5t

4 o 2

> Yabled 5 \Vabved = Yabed

=
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0. Rradhitja e numrave real (joformale)

Bashkésia R nga té gjithé numrat real, shkuar gjeometrikisht, paraqget drejtéz; me fjalé
tjera, secila piké e drejtézés ,pérgjigjet “ numrit real té vetém dhe e kundérta:

V2 (e ™

4 3 25 2 -1 0 1 15 2 3 4

Mé sakté théné, nése né drejtéz zgjedhim dy pika dhe i emérojmé me O dhe 1, atéheré
ekziston bijeksion ,natyroré“ ndérmjet bashkésisé sé numrave real dhe térésisé sé pikave
té drejtézés: ¢do pike i bashkéngjitet numér i vetém real dhe gjaté késaj pér ¢farédo a, b
€ R pikat e bashkangjitura té a dhe bjané né largesé |a - b|.

Paraqitja e kétillé gjeometrike né bashkésiné R quhet bosht numerik. Né kété kontekst,
né boshtin numerik dallojmé kahe ,djathtas nga“ dhe ,majtas nga e“ né pérputhje me:
djathtas nga Ogjendet numri 1, e majtas numri—1. Gjaté késaj té gjithé numrat té cilét (si
pika)gjenden djathtas nga zero i quajmé numra real pozitiv; térésia e tyre shénohet me
R*.

R+
— —~

0

Tri vetité themelore té cilat i posedon bashkésia e numrave pozitiv real R jané:

(I11) pér ¢cdo x,y € RY, shumax + y € R*;
(I12) pér ¢do x,y € R*, prodhimi xy € R*;
(IT3) pér ¢do numér real x # 0, sakté njéri nga numrat x dhe - x éshté pozitiv.

Pyetje: Ku né bosht numerik ndodhen numrat - x: x € R* ?
Pérgjigje: Majtas nga zero.

Numrat real majtas nga zero quhen numra negativ real dhe térésia e tyre shénohet me
R™. R~ R*

— - + A A
D.m.th, R = R~ U {0} U R*. / ~ ~

0
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Pyetje: Cilat nga vetité (I11)-(I13) i posedon bashkésia R™?

Pérgjigje: Vetém (I11) dhe (I13); vetia (I12) nuk vlen, sepse prodhimi i ¢do dy numrave
negative real éshté numér real pozitiv.

Pér numrat real a dhe b themi se a éshté mé i vogél se b, e shénuar me a < b, gjersa né
boshtin numerik pika & géndron djathtas nga pika a. Me fjalé tjera:

Vetia themelore e radhitjes sé numrave real: Pér numrat real a dhe 5,

a < b, nése dhe vetém nése b -a€ R™.
Pyetje: cka mund té thuhet pér bashkésité {x € R:0 < x} dhe R*?
Pérgjigje: Kéto dy bashkési jané té barabarta

Vetit gé jané nxjerré nga ato themeloret:
(C1) a<bdheb<c = a<c;

(C2) a<bdhe0<c = ac < bc;

(C3) a<bdhec < 0 = bc < ac;

(C4) 0<a<b e 0<1/b<1/a;

(C5)a<b ©® a+c<b+cg;

(C6) 0<a<b ©pérgdoneN, 0 <a™ < b™
(C7Y0<a< b @pércdon €N, 0< 3Va< Vb.

Skica e pérdéftimit: ¢do njéra nga (C1)-(C7) shndérrohet né vetiné themelore pér radhitje
dhe né ndonjérén nga (I11)-(I13). Si shembull, do ta demonstrojmé (C1):

a<b© b—a€eR;b<c © c—b €R".

Sipas (I11), (b — a) + (¢ — b) € R™, gjegjésisht c —a € R*, qé b éshté ekuivalente me
a<c.

Njé shénim ekuivalent I jobarazimit a < b éshté b > a. Té shénojmé se vetia (II3) pér
bashkésiné R*mund té tregohet edhe me ndihmén e radhitjes:

Pér¢do a,b € R, éshté plotésuar sakté njé nga tri pohimet vijuese:

(Da<b ose (2)a=Db ose (3)a>b
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Me kombinim (union) té relacioneve < dhe = fitohet relacioni ,mé e vogél ose e
barabarté®, e shénuar me <. Gjegjésisht, pér cfarédo numra real a dhe b, shénimia < b
shénon se a < b ose a = b, gjegjésisht se a éshté mé e vogél ose e barabarté me b.
Pyetje: cka tregon dhe si lexohet shenjaa > b?

Pyetje: Cilat nga (C1)-(C7)vlejné derisa < zévendésohet me <?

Pyetje: Shéno veti analoge té (I11) dhe (I12) pér numra x,y = 0.

Pér ¢o numér real a > 0 themi edhe se éshté numér jonegativ. Ngjashém, pér ¢do numér
reala < 0 themi se éshté numeér jopozitiv. Kété paragraf e mbarojmé me tre shembu;j.

Shembull 0.1: Pér ¢farédo a,b = 0, vlen jobarazimi
a® + b° > a®b? + a?b?,
Me barazimin nése dhe vetém nése a = b.

Mjafton ta shqyrtojmé shénimin ekuivalent a® + b°> — a®b? — a?b® > 0 dhe pér té té
shénojmé se ana e majté mund té shénohet né formé (a® — b3)(a? — b?). Nga shkaqet e
simetris€, mund té supozojmé se a=b. Por atéheré, sipas (C6), vlen
(a® = b%)(a® - b?) = 0.

Vérejtje: Nuk ka asgjé specifike té numrat 2, 3 dhe 5 té cilét lajmérohen si eksponenté né
shembullin e méparshém. Me réndési té vecanté éshté qé 5 = 2 + 3. Gjegjésisht, pér
¢fardo numra natyrorémdhendhe ¢do a,b = 0 vlen

am+n + bm+n 2 ambn + aTme’

Me barazimin nése dhe vetém nése a = b. Si pérdéftim, mjafton té vérehet se jobarazimi i
fundit éshté ekuivalente me jobarazimin (a™ — b™)(a™ — b™) = 0.

Shembulli 0.2: Péra,b,c,d € R, pér té cilét a = b dhe ¢ > d vlen jobarazimi

ac + bd = ad + bc,

Me barazimin nése dhe vetém nése a = b ose ¢ = d.
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Shfrytézojmé se a=>b < a—-b >0 dhe c>d © c—d >0. Nga kétu, sipas vetisé
analoge té (I12) pér numra jonegativ, kemi se (a — b)(c — d) = 0, me barazimin nése dhe
vetém nése a = b ose ¢ = d. Ngel té shénojmeé se vlen

(a—b)(c—d) = (ac + bd) — (ad + bc).

Shembulli 0.3: Pér ¢farédo x,y € R*, vlen barazimi

XY
\/7+ﬁ2\/§+\/§,

Me barazimin nése dhe vetém nése x = y.

Nga shkaget e simetris€, mund té supozojmé se x > y. Atéheré sipas (C4) dhe (C6),
1

1
NG = Nk Jobarazime i kétij shembulli tani rrjedh nga jobarazimi né shembullin paraprak
.. 1 1
tea=x,0b —y,C—ﬁ,d =%
1. Katrori i secilit numér real éshté numér jonegativ

Duke pasur parasysh (I12) dhe até gqé e treguam né kontekst té (I12) pér numrat real
negative, jobarazimi vijues éshté i qarté; quhet jobarazim fundamental:

Pér cdo a € R vlen a? > 0, me barazimin nése dhe vetém nése a = 0.

Me disa shembuj do ta ilustrojmé zbatimin e jobarazimit té mésipérm.

Shembulli 1.1: Pér ¢farédo a, b € R, vlen jobarazimi

a® + b? > 2ab,
Me barazimin nése dhe vetém nése a = b.

Kjarté, a? + b%? > 2ab © a? — 2ab + b? > 0. Nga kéto shkaqge, mjafton té shénojmé se
identiteti éshté i sakté a® — 2ab + b? = (a — b)?.
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Shembulli 1.2: Pér ¢cfarédo a, b, c € R, vlen jobarazimi

a? + b% + c? > ab + bc + ca,
Me barazimin nése dhe vetém nésea = b = c.

Gjegjésisht, a? + b?> + ¢> > ab + bc + ca © (a? + b? + ¢?) — (ab + bc + ca) = 0. Pér
até shkak, mjafton té vérejmé se identiteti éshté i sakté

(a2 + b% + ¢2) — (ab + bc + ca) = %((a — B2+ (b —c)2+(c — ).

Shembulli 1.3: Pér ¢farédo a, b, ¢ € R, vlen jobarazimi

2(a? + b?) = (a + b)?,
Me barazimin nése dhe vetém nése a = b.
mjafton té vérejmé se 2(a? + b%) — (a + b)? = (a — b)>.
Me ndihmén e shembullit 1.3, jobarazimi nga shembulli 1.2 mund té pérmirésohet:

Shembulli 1.4: Pér ¢farédo a, b, c € R, vlen jobarazimi

a2+b2+cz2ab+bc+ca+%(a—b)2.

Duke shfrytézuar se (a? + b? + ¢?) — (ab + bc + ca) = %((a —b)2+(b—-0c)+

+(c — a)?), jobarazimi i mésipérm fiton formén
2((b —c)?+(c—a)?®) = (b — a)>.

Nga ana tjetér, jobarazimi i fundit nuk éshté asgjé tjetér pérvec¢ asaj né shembullin 1.3.
Sakté, duke véné x = b —c dhe y =c —a,kemisex +y =>b — a.

Pyetje: Kur arrihet barazimi né shembullin 1.4?

Pérgjigje: Nése dhe vetém nése a + b = 2c.
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Shembulli 1.5: Pér ¢farédo a € R*vlen jobarazimi

1
at+—2=2,
a
Me barazimin nése dhe vetém nése a = 1.

1
Drejtpérdrejté rrjedh se nga shembulli 1.1, ose nése shfrytézojmé se a + 2 -2 =

1
= (Va-2)%

2. Funksioni katroré x = ax? + bx + ¢

Nésea, b,c € R dhea # 0. Rifigurimi (pasqyrimi)R — Ri dhéné me 3 x » ax? + bx + ¢
éshté shembull i pérgjithshém pér té ashtuquajturén funksion katroré. Dy shembujt
themeloré pér funksion katroré jané: x » x2 dhe x » —x2. Né kontekst té funksioneve
katrore, jobarazimi fundamental nga paragrafi | méparshém tregon se funksioni
katroréx — x?merr vetém vlera jonegative, minimum i saj (vlera mé e vogél e
mundshme)éshtéO0dhe arrihet vetém pér x = 0. Nga ana e tjetér, funksioni katroré
x — - x2 merr vetém vlera jopozitive, maksimumi i saj (vlera mé e madhe e mundshme)
éshté 0 dhe arrihet vetém pér x = 0.

Teorema 2.1: Pér ¢do a € RY, funksioni katroré x = ax? + bx + ¢ ka minimum

2

b2 . ... . . . b
¢ —— ,icili arrihet vetém pér x = - —.
4a 2a

Teorema 2.2: Pér ¢do a € R™, funksioni katroré x » ax? + bx + ¢ ka maksimum

2

bz . .. ) . . b
¢ —— ,icili arrihet vetém pér x = -—.
4a 2a

2
Pérdéftim: Mjafton té vérejmé se ax? + bx + ¢ = a(x + %)2 +c— Z—a. Me kété shénim,

Jobarazimi bazé i zbatuar mbi (x + %)2 ijep teoremat 2.1 dhe 2.2.

Né vazhdim, dy teoremat e mésipérme do ti ilustrojmé me disa shembu;j.
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Shembulli 2.3: Nése x,y € R kané shumé x + y = C, atéheré pér prodhimin e tyre vlen
2

C
xyST,

Dhe barazim do té arrihet nése dhe vetém nése x = y.
Gjegjésisht, shembulli rrjedh nga teorema 2.2 sepse xy = x(C — x) = -x% + Cx.
Vérejtje: Me fjalé tjera, gjaté mbledhjes konstante té ndryshoreve mbledhés, prodhimi i
tyre maksimizohet derisa shumézuesit (mbledhésit) jané té barabarté. Ky princip lejon
interpretim gjeometrik interesant: nga té gjithé drejtkéndéshit me perimetér té dhéné

konstant, sypriné mé té madhe ka katrori pérkatés.

Shembulli 2.4: Nése a,b > 0, atéheré sé paku njéri nga a(1 — b) dhe b(1 — a) nuk éshté

1
mé i madh se "

Me té vérteté, té supozojmé se a(l — b) > % dhe b(1 —a) > %.Atéheré a,b < 1dhe
vlen a(1 —b)b(1 —a) > %. Nga ana tjetér, sipas shembullit té méparshém, pér ¢do

0<x<1lvlenx(1—x)< %. Prandaja(l1 —a)b(1—b) < 1_16' gé éshté kundérthénése
me supozimin. Nga kjo pérfundojmé se supozimi fillestaré éshté i gabuar, gjegjésisht sé

paku njéra nga a(1 — b) dhe b(1 — a) nuk éshté mé i madh se %.

Pér numra real pozitiv, né shembullin 2.3 dual éshté shembulli vijues.

Shembulli 2.5: Nése x,y € R* kané prodhim xy = C, atéheré pér shumeén e tyre vlen

x+y=2VJC,
Ku barazimi arrihet nése dhe vetém nése x = y.

2
Gjegjésisht,sipas Shembullit 1.1, x +y=x+ g =vVx2+ \/g > Zﬁ\/g =2vJC, me

barazimin nése dhe vetém nése x = y = /(.

Pyetje: Pse éshté me réndési x dhe y té jené pozitive?
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Vérejtje: Me fjalé tjera, gjaté prodhimit konstant dhe ndryshore shumézues pozitiv, shuma
e tyre minimizohet derisa mbledhésit (shumézuesit) jané té barabarté. Ky princip lejon
interpretim gjeometrik interesant: nga té gjithé drejtkéndéshat me sypriné té dhéné
konstante, perimetér mé té vogél ka katrori pérkatés (gjegjés).

3. ]Jobarazimet ndérmjet meseve

Né kété pjesé do té kufizohemi né numra real pozitiv a;, a,, ..., a, kun € N. Numrat:

n n ajtaz+-+ay a?+ay%+4+ ay?
T 1 1 1/0,10,2 e ay , -,
el TN R S n n

ai az an

ané quajtur, rrjedhimisht né radhitje, mes harmonik, mes gjeometrik, mes aritmetik, dhe
mes katror i numrave a4, a,, ..., ,.

Shenjat pérkatése pér kéto mese jané HM (aq, ay, ..., a,) (anglisht. harmonik mean),
GM(a4, ay, ..., a,) (ang. geometric mean), AM(a,, a,, ..., a,) (ang. aritmetic mean), dhe
QM(a4, ay, ..., ay) (ang. quadratic mean). Do té tregojmé se vlen:

Teorema 3.1: Pér ¢do a4, a,, ..., a, € R* plotésohet jobarazimi:
HM(a4, ay, ..., a,) < GM(ay, a,, ..., a,) < AM(aq, a,, ...,a,) < QM(a4, a,, ..., a,),

ku sé paku né njérén arrihet barayimi nése dhe vetém nésea; = a, = - = a,.

Si pérgatitje pér pérdéftim té Teoremés 3.1, fillimisht do ta shqyrtojmé rastin n = 2.
Gjaté késaj, né vend a, dhe a, do té pérdorim shenja a dhe b (pér dy numra real pozitiv),
dhe do té tregojmeé se pér to vlejné tre jobarazimet vijuese:

2 b 24 p2
M = <+ab, \/abs%b, (1) %g a;r ,

11
a b

Ku sé paku njéra nga (I) go (III) arrihet barazimi nése dhe vetém nése a = b.
NEé té vérteté(S4) tregon se (1) éshté ekuivalente me (II) né kuptimin:

(1) vlen pér té gjitha a, b € R*, me barazimin nése dhe vetém nése a = b

)

(II) vlen pér ¢do a, b € R*, me barazimin nése dhe vetém nése a = b

1,1
1o dtp
<t

=

Sakte, 2 < +ab

1 1
a’p

2
a

S
QR

2
o =<
vab —

S

108




DORACAK NGA MATEMATIKA PER NXENES TE KLASES SE VI, VIII DHE IX-TE
DHE PER ARSIMTARET E TYRE

Né vazhdim, do té japim pérdéftim algjebrik té (II) dhe (III).

Pér ¢do a,b € R* vlen &)
a+b
vab < :
2
me barayim nése a = b.
Pérdéftim: Té fillojmé nga jobarazimi bazé:
a+b
p(a—b)>=0 TZ\/ab /-2
a’? —2ab + b* =0 a+b=2Vab /2
a? + 2ab + b? = 4ab a? + 2ab + b* = 4ab
(a + b)? = 4ab a’?—2ab+b*=>0
a+b=2Vab (a—b)?>=>0
a+b
g ES > Vab
Pér cdo a,b € R* vlen
(***)
a+b a? + b?
< )
2 2
me barayim nése a = b.
Pérdéftim: Té fillojmé nga jobarazimi bazé:
a’+b? a+b
p(a=—b)?>=0 > /2
2 2
a’+b?  a’+b?+2ab
a’?—2ab+b*>=>0 - 2
2a% +2b%> —a? - b*—-2ab =0 2a% + 2b%* —a?—b*—2ab =0
a’+b? a?+b?+2ab
5 = ” a*—2ab+b*=0

a?+b2 a+b
g: 2 (a—b)?2=0

Me kété e treguam teoremén 3.1 né rastin n = 2. Ta shqyrtojmeé rastin n = 4.
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Shembulli 3.1: Pér¢do a,b,c,d € RT, vlejné jobarazimet:

4 a+b+c+d a2+b%+ c2+ d2
Vabcd < — S\/ ” ,

Me barazim sé paku né njérén prej tyre nése dhe vetémnése a = b = c = d.

Sé pari do ta tregojmé jobarazimin e majté:

a+b | c+d

¢ Jab+yed U 545~ _ a+b+c+d
Vabed < VabVed < Ja_ch_ < 2 > 2 =4 4C )

(*#)
Si éshté theksuar, né dy raste éshté shfrytézuar (**).Lehté pérfundohet se né dy <

njékohésisht vlen barazimi nése dhe vetém nésea = b = ¢ = d.

Né ményré analoge tregohet edhe jobarazimi i djathté, me até qé né vend té (**) né dy
hera shfrytézohet (***):

a?+b2 c2+d?
>t _\/a2+b2+c2+d2

2 o 4

Me kété e treguam teoremén 3.1 né rastin n = 4. Té pérgatitur jemi té tregojmé
teoremén né rast sen = 3.

Shembulli 3.2: Pér ¢do a, b, c € R* vlejné jobarazimet:

3 a+b+c a2+b2+ c2
abc < . < /T'

Me barazimin sé paku né njérén prej tyre nése dhe vetém nése a = b = c.

Qé té tregojmé jobarazimin né té majté, shfrytézojmeé se

GM(a, b,c,GM(a, b, c)) = GM(a, b, ¢).

Késhtuy, Yabc = GM(a, b,c, 3\/abc) < AM(a, b,c, 3\/abc) = Yabc + % (a+b+c — 3\/abc).

3
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Qé té tregojmé jobarazimin né té djathté, shfrytézojmé se

QM(a, b,c,QM(a, b,c)) = QM(a, b, ¢).

) a’+b%+ c? a’+b%+ c? a’+b%+ c?
Keshtu, T = QM a, b, C, T = AM a, b, C, T =
_ ’a2+b2+ 2 _3 a?+b°+ c2 _atb+c
B 3 4 3 3 )

Pérdéftimi i teoremés 3.1: Pér kompletim té pérdéftimit ngel té vérejmé katér fakte:

Fakti 1. Jobarazimin HM(a4, ay, ..., a,) < GM(a4, a,, ..., a,) éshté ekuivalent me
jobarazimin

1 1 1 1 1 1
GM (—, — e, —) < AM (—, —, e, —) , dhe sipas késaj (*) shndérrohet né
a,’ a, an a, az an

GM(aq,ay, ...,a,) < AM(aq,a,, ..., a,) < QM(aq, ay, ..., a,) ()

Fakti 2. Shembulli 3.1 thjeshté pérgjithésohet pér 8, pér 16, e késhtu me radhé, pér 2%
numra real pozitiv a,, a,, ..., a,k. Sakté do té shndérrohet né até se:

GM(ay, @z, -, i) = GM (GM(ay, -, @y ), GM (@it s By ) )

AM(ay, az, .., aye) = AM (AM(ay, ..., @yemt), AM(yict o @51) ), dhe

QM(ay, @z, ..., ape) = QM (QM(ay, -, Aye-s), QMg o, 1))

Me fjalé tjera (****) vlen nése n éshté fuqi e numrit 2; gjaté késaj, né sé paku njé nga dy
jobarazimet arrihet barazim nése dhe vetém nése a, = a, = - = a,.

Fakti 3. Pér ¢do n € N ekziston fuqi e numrit 2 gjegjésisht ndonjé 2% ashtu qé n < 2%, (Pér
shembull, me induksion matematikoré thjeshté tregohet se n < 2™71))
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Fakti 4. Me ndihmén e fakteve 2 dhe 3, Shembulli 3.2 pérgjithésohet pér ¢do numér
natyroré n. Gjegjésisht, le té jeté a,, a,, ..., a, € Rtdhe k éshté i tillé qén < 2k. Atéheré

jobarazimi
GM(ay, ...,a,) < AM(ay, ..., a,) rrjedh nga:

GM(a4, ...,a,) = GM(al, ., ay, GM(ay, ..., a,),GM(ay, ..., ay), ..., GM(a,, ...,an))
N— _

——
2k —n
< AM(al, .., a,, GM(ay, ..., a,),GM(ay, ..., ay), ..., GM(ay, ..., an))
N— A
——
2k —n

= GM(a4, ...,a,) + Zn—k(AM(al, .., ay) — GM(a,, ...,an)).

Né ményré analoge, jobarazimi QM(ay, ..., a,) = AM(ay, ..., a,) rrjedh nga

QM(ay, ...,ay) = QM(al, ., @y, QM(ay, ..., a,), QM(ay, ..., a,), ..., QM(ay, ..., an))
N— 7

—
2k —n
> AM(al, ., Ay, QM(ay, ..., a,),QM(ay, ..., a,), ..., QM(a,, ...,an))
N— 7
—
2k —n

= QM(ay, ..., a,) + Zn—k(QM(al, ., ay) — AM(ay, ...,an)).

Disa zbatime té teoremés 3.1 do té ilustrojmé népérmjet shembujve vijuese.

Shembulli 3.3: Nése a4, dy, ..., a, € R* dhe by, b,, ..., b, quhet permutacion. Atéheré

a a a
_1+_2_|_...+_n2n,
b; by by,
Me barazimin nése dhe vetém nése b; = a4, b, = a,, ..., b, = a,.
Mjafton té shfrytézojmé se GM (%, Z—z, ...,% ) = 1 dhe jobarazimin AM > GM.
1 2 n

Shembulli 3.4: Pér ¢do x,y, z € R* vlen jobarazimi

(x+y)(y+2)(z+x) = 8xyz,

Me barazimin nése dhe vetém nése x = y = z.
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Né tre raste e shfrytézojmé (**): njéheré pér x dhe y, njéheré pér y dhe z, dhe njéheré
pér z dhe x. Késhtu té fituara tre barazimet i shumézojmé.

Shembulli 3.5: Pér ¢do x, y, z € R* vlen jobarazimi

xy+yz+zx = x\yz+yvzx + z /xy,
Me barazimin nése dhe vetém nése x = y = z.

Né tre raste e shfrytézojmé (**): njéheré pér xy dhe zx, njéheré pér xy dhe yz, dhe njéheré
pér yz dhe zx. Késhtu tre jobarazimet té fituar i mbledhim.

Shembulli 3.6: Pér ¢do x,y,z € R* vlen jobarazimi

X 4 zx
y+y—+—2x+y+z,
z X y

Me barazimin nése dhe vetém nésex =y = z.

Né tre raste e shfrytézojmé (**): njéheré pér % dhe %, njéheré pér % dhe %, dhe

zZ zZX
njéheré pér y? dhe P Késhtu tre jobarazimet té fituar i mbledhim.

Shembulli 3.7: Pér ¢do x,y,z € R*, vlen jobarazimi

3 3

P2l s s
—+—zxy+yz+ax,

X
y
Me barazimin nése dhe vetém nése x = y = z.

x3 y3 y3 Z3 Z3 x3
Nga AM > GM rrjedh se ?+?+y22 3xy, ;+7+zx > 3yz, ?+7+xy > 3zx.

Me mbledhje té kétyre tre jobarazimeve e fitojmé jobarazimin nga shembulli.

Shembulli 3.8: Pér ¢do x,y,z € R* vlen jobarazimi x* + y* + z% > +/8xyz.

2 2
Rrjedh nga AM > GM pér numrat x*, y*, Z?, 27

Pyetje: Kur né shembullin e méparshém arrihet barazimi?

vz

Pérgjigje: Nése dhe vetém nésex =y = T
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Shembulli 3.9: Le té jeté pér x,y € R* vlen x + y = 3. Atéheré éshté plotésuar jobarazimi

xy? < 4,

Me barazimin nése dhe vetém nésex = 1,y = 2.

Gjegjésisht, 3=x+y=x+ % + % > 3° fx%% térheqé se xy? < 4 me barazimin nése dhe

vetém nése x = % = 1.

Shembulli 3.10: Nése pér x,y € R*vlen x + y = 5. Atéheré éshté plotésuar jobarazimi

x?y® <108,
Me barazimin nése dhe vetém nése x = 2,y = 3.

Né ményré té analoge né shembullin e méparshém shfrytézose x +y = % + % + % + % +

Y
+3
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TEMA 6

Kongruencat né 7

Kongruencat paragesin vegél e fugishme qé shfrytézohet né teoriné e numrave dhe
merret me mbetjet gjaté pjesétimit. Me kété tekniké mundet té pérdéftohen indicet pér
pjesétueshméri, si dhe pjesétueshméri té shprehjeve me fuqi e polinome. Né tekst jané
dhéné disa zbatime té kongruencave.

a =b(modm) e m|la—>b

22225%55 4+ 55552222 = (O(mod7)

19la © 19|(ajay + 5 aza, + 5% -aga, + 53 - aGyag + )
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Definicioni 1: Le té jetém € N dhe a, b € Z. Nése m|a — b, atéheré themi se numri a éshté
Kongruent me numrin b sipas modulit m dhe shénojmé

a = b(mod m).

Nésem m t a — b, atéheré themi se numri a nuk éshté kongruent me numrin b sipas
modulit m.

Shembulli 1: Nésea = 17,b = 11 dhe m = 3. Pasiqé 3|(17 — 11), 17 = 11(mod 3).

Teorema 1: Kongruenca a = b(mod m) vlen nése dhe vetém nése gjaté pjesétimit me m
numrat a dhe b japin mbetje té njéjté.

Pérdéftim: Duke pasur parasysh se pohimi i teoremés éshté dhéné né formé té
ekuivalencés, vegmas do t'i pérdéftojmé dy implikacionet.

Duke supozuar se a = b(mod m), nése a = mp + r dhe b = mq + s jané pjesétimet me
mbetjet e a dhe b me m. Me fjalé tjera, p,q,r dhe s jané numra jonegativ té ploté dhe
r,s < m. Atéheré,

m|(mp + 1) — (mq +s) t.e. mim(p —q) + (r — s).

D.m.th, m|r — s. Nga ana tjetér, -m <r —s <m (pasi qé 0 <r,s <m), qé térheqé se
r —s = 0, gjegjésishtr = s.

Le té jeté gjaté pjesétimit me mnumrat a dhe b japin mbetje té njéjté: pér shembull, le
té jeté a = mp + r dhe b = mq + r. Atéheré,

a—b=mp+r)—(mg+r)=m(p —q).
D.m.th, m|a — b, gjegjésisht a = b (mod m).
Shembulli 2: Nga 33 = 4-8 + 1 dhe 25 = 3-8 + 1 kemi se 33 = 25(mod 8).

Shembulli 3: 21 = 49(mod 4), sepse 21 =4-5+ 1dhe49=4-12 + 1.
29 =-3(mod 4),sepse 29 =4-7+1dhe -3=4-(-1) + 1.
37 =9(mod7),sepse37 =7-54+2dhe9=7-1+ 2.
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Teorema 2: a = b(mod m) nése dhe vetém ekziston k € Z ashtuqé a = b + km.

Pérdéftim: [=]Le té jeté a = b(mod m), gjegjésisht m|a — b. Atéheré ekziston k € Z ashtu
qé a — b = km, gjegjésishta = b + km.

Nésea = b + km.Ngaa — b = kmrrjedh se m|a — b, gjegjésisht a = b(mod m).
Pasoja: Nése a = km + r dhe 0 < r < m, atéheré a = r(mod m).
Pérdéftim: Barazimi a — r = km térheqé se m|a — r gjegjésisht a = r(mod m).
Pérfundimi: a = 0(mod m) nése dhe vetém nése m|a.
Teorema vijuese tregon se secila kongruencé paraget relacion té ekuivalencés né
bashkésiné e numrave té ploté. Me fjalé tjera, secila kongruencé éshté refleksive,

operacion simetrik dhe tranzitiv.

Teorema 3: Pér té gjithé numrat e ploté a, b dhe ¢ dhe relacionin = (mod m) vlen:

(refleksiviteti) a = a(mod m),
(simetria) a = b(mod m) = b = a(mod m),
(transitiviteti) a = b(mod m) dhe b = c(mod m) = a = c(mod m).

Relacioni = (mod m) éshté ekuivalencé né bashkeésiné Z.

Pérdéftim: Nga a — a = 0 rrjedh m|a — a, gjegjésisht a = a(mod m), me ¢ka e treguam
refleksivitetin. Le té jeté a = b(mod m), gjegjésisht m|a — b. Pasi qé b —a = —(a — b),
rrjedh se m|b — a, gjegjésisht b = a(mod m), me ¢cka e treguam simetriné. Ngel ta
tregojmeé tranzitivitetin. Le té jeté a = b(mod m) dhe b = c(mod m), gjegjésisht m|a — b
dhe m|b — c. Atéheré m|a — b + b — c gjegjésisht, m|a — c. D.m.th a = ¢ (mod m).

Teorema né vijim tregon se kongruencat nuk jané ekuivalenca ,té zakonshme“ né
bashkésiné e numrave té ploté, por jané ekuivalenca té pélqyeshme me operacionet
mbledhje dhe shumézim.

Teorema 4: Nése a = b(mod m) dhe ¢ = d(mod m), atéheré:
a+c=(b+d)(modm),
a—c = (b—d)(modm),
ac = bd(mod m).
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Pérdéftim 1: Nése a = b(mod m) dhe ¢ = d(mod m), gjegjésisht m|a — b dhe m|c — d.
Duke I mbledhur dy pjestueshmérité e fundit, fitojmé se m|a — b + ¢ — d, gjegjésisht
m|a + ¢ — (b + d). Me kété treguam se a + ¢ = (b + d)(mod m).

Ngjashém, duke i zbritur pjestueshmérité njéra nga tjetra m|a — b dhe m|c — d, fitojmé
sem|(a —c¢) — (b —d), gjegjésisht a — ¢ = (b — d)(mod m).

Nga m|a — b dhe m|c — d rrjedh edhe pjesétueshmériam|(a — b) - ¢ + (¢ — d) - b, qé me
rregullim jep m|ac — bc + bc — bd, gjegjésisht m|ac — bd. Késhtu treguam se
ac = bd(mod m).

Pérdéftim 2: Pasi qé a = b(mod m), kemi se a = mp, + r; dhe b = mq, + r;. Ngjashém
nga ¢ = d(mod m) rrjedh se c = mp, + r, dhe d = mq, + r,. Nga kétu
at+tc=mp,+r+mp,+r,=m(p, +py) +r +1, =mp; +713,

b+d=mq,+r+mq,+1r,=m(q +q;) + 11 + 1, =mqs +713.

Me kété treguam se a + ¢ = (b + d)(mod m). Ngjashém pérdéftohen edhe dy pohimet
tjeré.

Pasoja 1: Nése a = b(mod m), atéheré pér ¢do ¢ € Z jané plotésuar kongruencat:
a+c=(b+c)(modm),
a—c = (b—c)(modm),

ac = bc(mod m).
Pérdéftim: Duke shfrytézuar se ¢ = c(mod m), pasoja rrjedh nga teorema e méparshme.

Pasoja 2: Nése a = b(mod m) dhe n € N, atéheré a™ = b™(mod m).

Skica e pérdéftimit: Nga a = b(mod m) dhe a = b(mod m), duke e shfrytézuar teoremén
4, pérfundojmé se a? = b?(mod m). Ngjajshém nga a = b(mod m) dhe a? = b?(mod m),
rrjedh se a® = b3 (mod m) e késhtu me radhé., gjegjésisht

a? = b?(mod m),
a® = b?(mod m),

a™ = b™(mod m).

Pohimi a™ = b™(mod m) éshté fituar me induksion empirik, e pérdéftohet me principin e
induksionit matematikoré.
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Pasoja 3: Nése a = b(mod m) dhe k, s € Z, atéheré:
a = (b + km)(mod m)
a + sm = b(mod m)

a+ sm = (b + km)(mod m).

Pérdéftim: Nése a = b(mod m), gjegjésisht m|a — b. Atéheré m|a — b — km, gjegjésisht
m|a — (b + km).

Me kété treguam se a = (b + km)(mod m). Ngjashém pérdéftohen edhe dy pohimet
vijuese.
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ZBATIMI I KONGRUENCAVE NE Z
A) PERCAKTIMI I MBETJES GJATE PJESTIMIT ME NDONJE NUMER
Shembulli 1: Pércakto mbetjen gjaté pjesétimit té numrit 61°°°me 7.

Ményra e paré:

6 = 6(mod 7)
62 = 36(mod 7)
62 = 1(mod 7)/ °% (1990 = 2 - 995)

6190 = 1(mod 7)

D.m.th, mbetja gjaté pjesétimit té numrit 61°°° me 7 éshté 1.

Ményra e dyté:
6 = 6(mod 7)

= —1(mod 7)/ 199
6190 = 1(mod 7)

D.m.th, mbetja gjaté pjesétimit té numrit 61°°° me 7 éshté 1.

Ményra e treté:

6 = 6(mod 7)
6 =—1(mod 7)/ ?
62 = 1(mod 7),/ %% (1990 = 2 - 995)

619°° = 1(mod 7)

D.m.th, mbetja gjaté pjesétimit té numrit61°°° me 7 éshté 1.

3555

Shembulli 2: Cakto mbetjen gjaté pjesétimit té€ numrit me 10.

3 = 3(mod 10)
32 = 9(mod 10)
32 = —1(mod 10)/ 277 (354 = 2-277)

3554 = —1(mod10)

Me shumézim té kongruencave 3 = 3(mod10) dhe 3°°* = - 1(mod10) fitohet:
3555 = - 3(mod10), gjegjésisht 3°°°> = 7(mod10).
D.m.th, mbetja gjaté pjesétimit té numrit 3°°°> me 10 éshté 7.
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Shembulli 3: Cakto mbetjen gjaté pjesétimit té numrit 2225°% + 555222 me 7.

222 = 5(mod 7)/ 2 (222 =317 +5)
2222 = 4(mod 7)

2223 =-1(mod7) / 185 (555 =3 -185)
222555 = -1(mod 7)

555 = 2(mod 7),/ 2 (555 =797 +2)
5552 = 4(mod 7)

5553 = 1(mod 7) / 74222 = 3 74

555222 = 1(mod?7)

Me mbledhje té kongruencave 22255 = - 1(mod 7) dhe 555222 = 1(mod 7) fitohet
222555 + 555222 = (-1 4 1)(mod 7), gjegjésisht 2225°> + 555222 = 0(mod 7).
D.m.th, mbetja gjaté pjesétimit té numrit 2225°> + 555222 me 7 éshté 0.

Shembulli 4: Cakto mbetjen gjaté pjesétimit té numrit (51°° + 55)100 me 24.

5 = 5(mod 24)

52 = 1(mod 24)/ >°

5190 = 1(mod 24)

5100 + 55 = 56(mod 24)
5100 + 55 = 8(mod 24)/ 2
(5190 + 55)2 = 16(mod 24)
(5190 4+ 55)3 = 8(mod 24)
(5190 4+ 55)* = 16(mod24)

Pérfundojmé se shprehja 51%° + 55 ¢doheré kur éshté fugizuar né tregues té fuqisé numeér
cift éshté kongruent me 16, e ¢cdoheré kur éshté fuqizuar né tregues té fuqgisé numér tek
éshté kongruent me 8. D.m.th, (5% +55)1%0 = 16(mod 24), D.m.th, mbetja gjaté
pjesétimit té (519 + 55)190 me 24 éshteé 16.
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Detyra:
Cakto mbetjen gjaté pjesétimit té:

1) 8*2me5
2) 22225555 4 55552222 me 7
3) 142°° me 17

Zgjidhje:

1) 8 = 3(mod 5)
82 = 4(mod 5)
8% = 2(mod 5)
8* = 1(mod 5)/ 1°
840 = 1(mod5)

Me shumzim té kongruencave 8*° = 1(mod 5) dhe 82 = 4(mod 5) fitohet:
8*2 = 4(mod 5).
D.m.th, mbetja gjaté pjesétimit té numrit 8*2 me 5 éshté 4.

2) 2222 = 3(mod 7) (2222 =317 -7+ 3)
2222?% = 2(mod 7)
22223 =-1(mod 7) / 2
22226 = 1(mod 7)/ 9% (5555 = 6 - 925 + 5)
22225550 = 1(mod 7)

Me shumézim té kongruencave 2222%%°° = 1(mod 7) dhe 2222°% = - 2(mod 7) fitohet:

22225555 = - 2(mod 7)

5555 = 4(mod 7) (5555 = 793 - 7 + 4)
55552 = 2(mod 7)
55553 = 1(mod 7) / 74° (2222 = 3- 740 + 2)

55552220 = 1(mod 7)
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Me shumzim té kongruencave 55552229 = 1(mod 7) dhe 55552 = 2(mod 7) fitohet:
55552222 = 2(mod 7).

Tani, Me mbledhje té kongruencave 2222555 = -2(mod7) dhe 55552222 = 2(mod7)
fitohet 2222°%°° 4 55552222 = (-2 4+ 2)(mod 7), gjegjésisht 2222°%%5 4 55552222 =
0(mod 7).

D.m.th, mbetja gjaté pjesétimit té numrit 22225555 4 55552222 me 7 éshté 0.

3) 14 = 14(mod 17)
142 = 9(mod 17)
143 = 7(mod 17)
14* = 13(mod 17)
145 = 12(mod 17)
14% = 15(mod 17)
147 = 6(mod 17)
148 = 16(mod 17)
148 = -1(mod 17)/ 2
1416 = 1(mod 17) / 1
14256 = 1(mod 17)

D.m.th, mbetja gjaté pjesétimit té numrit 142°¢ me 17 éshté 1.
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B) PERCAKTIMI I SHIFRES NE TE CILEN PERFUNDON FUQIA E DHENE

Pasiqéa = a,a,_10,_; ...a30,0,0y =
=a, 10"+ a,_1-10" 1 +a, ,-10" 2%+ +az;-103+a, 10>+ a, - 10 + a, =
= 104 + a,,

D.m.th se numri a pérfundon né shifrén e cila éshté mbetje gjaté pjesétimit té a me 10.

Shembulli 1: Cakto né cilén shifér pérfundon fugia 6812,

6 = 6(mod 10)

62 = 6(mod 10)
63 = 1(mod 10)
6811 = 6(mod7)

D.m.th, mbetja gjaté pjesétimit té numrit 681! me numrin 10 éshté 6. Me fjalé tjera, fugia

6811 pérfundon né shifrén 6.

Detyra:
Cakto né cilén shifér pérfundon fuqia:

1) 21000
2) 39999

Zgjidhje:

1) 2 = 2(mod 10)
22 = 4(mod 10)
23 = 8(mod 10)
2% = 6(mod 10)
25 = 2(mod 10)
2% = 4(mod 10)
27 = 8(mod 10)
28 = 6(mod 10)
29 = 2(mod 10)
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Prej kétu pérfundojmé se:

24k=3 = 2(mod 10)
24%=2 = 4(mod 10)
2#k=1 = 8(mod 10)
24 = 6(mod10)
Pasi qé 1000 : 4 = 250, gjegjésisht 1000 = 4k pér k = 250, rrjedh se 21°°° = 6(mod
10).
D.m.th, fugia 21°°° pérfundon né shifrén 6.
2) 3 = 3(mod 10)
32 = 9(mod 10)
33 = 7(mod 10)
3% = 1(mod 10) (9999 = 4 - 2499 + 3)
3999 = 1(mod10)

Me shumézim té kongruencave 3°9°° = 1(mod10) dhe 33 = 7(mod10) fitohet:
39999 = 7(mod10).

D.m.th, fugia 3°°°° pérfundon né shifrén 7.
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C) PROVA E PJESTUESHMERISE TE SHPREHJES NUMERIKE ME NUMER
Shembulli 1: Provo shprehja 71%° + 11190 + 17 éshté e pjesétueshme me 13.

7 = 7(mod 13)

72 = 10(mod 13)

73 = 5(mod 13)

7* = 9(mod 13)

75 = 11(mod 13)

76 = - 1(mod 13)/ 16 (100 = 6 - 16 + 4)
796 = 1(mod13)

Me shumézim té kongruencave 7°¢ = 1(mod 13) dhe 7* = 9(mod 13) fitohet:
7190 = 9(mod 13)

11 = 11(mod 13)
112 = 4(mod 13)
113 = 5(mod 13)
11* = 3(mod 13)
115 = 7(mod 13)
116 =-1(mod 13)/ ° (100 = 6-16 + 4)
11°% = 1(mod13)

Me shumézim té 11°¢ = 1(mod 13) dhe 11* = 3(mod 13) fitohet:
11190 = 3(mod13).

Pér shprehjen e dhéné fitojmé: 71°0 + 1119 + 17 = (9 4+ 3 + 17)(mod 13)
= 29(mod 13)
= 3(mod 13).

D.m.th, shprehja 7190 + 11190 4 17 nuk éshté e pjesétueshme me numrin 13 (jep mbetje

3).
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Detyra:
Provo shprehjen:

1) 13101 — 139 3 &shté e pjesétueshme me 7.

2) 3103 4 5105 3 gshté e pjesétueshme me 7.
Zgjidhje:

1) 13 = 6(mod7)
132 = 1(mod7) / 5°
13190 = 1(mod 7)
13101 = 6(mod 7)

13 = 6(mod 7)

132 = 1(mod 7) / 7
13°* = 1(mod7)
13% = 6(mod7)

Fitojmé 131°! — 13% = (6 — 6)(mod7) = 0(mod 7). D.m.th. ndryshimi 13101 — 13%
éshté i pjesétueshém me numrin 7.

2) 3 = 3(mod7)

32 = 2(mod?7)
33 =-1(mod 7)
3% = 1(mod 7)

3192 = 1(mod 7)
3103 = 3(mod 7)

5 = 5(mod 7)
52 = 4(mod 7)
53 = -1(mod 7)
56 = 1(mod 7)

5102 = 1(mod7)
5105 =~ 1(mod?)

Fitojmé se 31%3 + 5195 = (3 — 1)(mod 7) = 2(mod 7). D.m.th. shuma 313 + 5195 nuk
éshté e pjesétueshme me numrin 7 (jep mbetje 2).
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D) PERDEFTIM I PJESTUESHMERISE SE SHPREHJES NUMERIKE ME NUMER

n = 0(mod n)
n—k =-k(modn)
(n—k)" = (-k)*(mod n)

Nése n éshteé tek, atéheré vlen:
(n — k)*+k™ = 0(mod n)

Shembulli 1: Pérdéfto se shuma 11991 + 21991 + ... 4 19911991 gshté e pjesétueshme me
1991.

Pérn = 1991, kemi: (1991 — k)1%91 + k191 = 0(mod 1991).

-3ak =0 19911991 + 01991 = O(mod 1991) O
zak=1 19901%°1 4 1191 = 0(mod 1991)

zak =2 19891991 4 21991 = 0(mod 1991)

_zak =3 19881990 + 3191 = 0(mod 1991) >+

-3ak =994  997'°1 4+ 99419°1 = O(mod 1991)
-3ak =995 99691 + 9951991 = (0(mod 1991) _/

Prej kétu

11991 + 21991 + .,_+9941991 +9951991 +9961991 +9971991 + .- +19901991 + 19911991
= 0(mod1991).

D.m.th. shuma 11991 + 21991 4 ... + 19911991 &shté e pjesétueshme me 1991.
Detyra:
Pérdéfto se shprehja numerike:

1) 12007 4 22007 4 ... 4 20072°07 &shté e pjesétueshme me 2007.

2) 19°1 — 9119 éshté e pjesétueshme me 18.
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Zgjidhje:
1) Do té shfrytézojmé se (n — k)"+k™ = 0(mod n) pér ¢do numér n tek.

Pérn = 2007 kemi: (2007 — k)29%7 + k2997 = 0(mod 2007).

-3ak =0 20072997 4 02007 = 0(mod 2007) "\
sak=1 20062007 4 12007 = 0(mod 2007)

-3ak =2 20052007 4 22007 = 0(mod 2007)

-3ak =3 20042007 4 32007 = 0(mod 2007) > +
-3ak = 1002 10052°°7 + 10022°97 = 0(mod 2007)

-3ak = 1003 10042°°7 4+ 10032°°7 = 0(mod 2007) /
Prej kétu

12007 4 22007 4 ... 4 10022907 + 10032007 + 10042°°7 + 10052%%7 + -+ +
+20062°°7 + 20072°°7 = 0(mod 2007).

D.m.th. shprehja numerike 12907 4 22007 4 ... 4+ 20072997 gshté e pjesétueshme me
2007.

2) 19 = 1(mod 18)
192 = 1(mod 18) / %5
19°° = 1(mod 18)

Me shumézim té kongruencave 19°° = 1(mod 18) dhe 19 = 1(mod 18) fitohet:
19! = 1(mod18)

91 = 1(mod 18)
912 = 1(mod 18) / °
91'® = 1(mod 18)

Me shumézim té kongruencave 91'® = 1(mod 18) dhe 91 = 1(mod 18) fitohet:

91'% = 1(mod 18).

Fitojmé se 19°* — 91'° = (1 — 1)(mod18)= 0(mod18). D.m.th, shprehja 19°* — 911°
éshté e pjesétueshme me 18.
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E) PERDEFTIMI I PJESTUESHMERISE ME NUMER TE DHENE NE SHPREHJE QE
PERMBANE VETEM FUQI

Shembulli 1: Pérdéfto se shprehja 42"+3 + 29™*1 + 92n+1 gghté e pjesétueshme me 13.

42 = 3(mod 13)
42?2 = 9(mod 13)
423 = 1(mod 13)
42™ = 3™"(mod 13)

Me shumézim té 42™ = 3" (mod 13) dhe 423 = 1(mod 13) fitohet:
4273 = 3"(mod 13) ....cceee. (1)

29 = 3(mod 13)
29™ = 3" (mod 13)

Me shumézim té 29" = 3™(mod 13) dhe 29 = 3(mod 13) fitohet:
29"*1 = 3.3"(mod13) ............ (2)

9 = 9(mod 13)
92 = 3(mod 13)
92" = 3"(mod 13)

Me shumézim té 92" = 3" (mod 13) dhe 9 = 9(mod 13) fitohet:
92n+1 = 9.3"(mod13) ............ (3)

Nga (1), (2) dhe (3) fitohet 4273 + 29+1 4 92n+1 = (37 4 3.3™ + 9 - 3™)(mod 13)
=3"(1+ 3+ 9)(mod 13)
= 3" -13(mod 13)
= 0(mod 13)

D.m.th. shprehja 42™*3 + 29"*1 4 92141 gshté e pjesétueshme me numrin 13.
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Shembulli 2: Pérdéfto se shprehja 72 + 82"*1 gshté e pjesétueshme me 57.

7 = 7(mod 57)
72 = 49(mod 57)
7" = 7™"(mod 57)

Me shumézim té 7" = 7" (mod 57) dhe 72 = 49(mod 57) fitohet:
7"%2 =49 -7(mod 57) ...ceeeee (1)

8 = 8(mod 57)

82 = 7(mod 57)

82" = 7™(mod 57)

Me shumézim té 82" = 7"(mod 57) dhe 8 = 8(mod 57)) fitohet:

82"t1 = 8. 7" (mod57) ............ (2)

Nga (1) dhe (2) fitohet 72 4 827*1 = (49 - 7™ + 8- 7")(mod 57)
= 7"(49 + 8)(mod 57)

= 3" -57(mod 57)
= 0(mod 57)

D.m.th. shprehja 7"*2 + 821 gshté e pjesétueshme me numrin 57.

Detyra:
Pérdéfto se shprehja:

1) 47™%3 + 5"+2 + 69™ gshté e pjesétueshme me 11.
2) 8"*2 + 92n+1 gshté e pjesétueshme me 73.

3) 37™*2 + 511 4+ 30™ éshté e pjesétueshme me 7.
Zgjidhje:

1) 47 = 3(mod 11)
472 = 9(mod 11)
473 = 5(mod 11)
47™ = 3™"(mod 11)
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Me shumézim té 47™ = 3" (mod 11) dhe 473 = 5(mod 11) fitohet:
47"3 = 53" (Mod 11) woe..... )

5 =5(mod 11)
52 = 3(mod 11)
52" = 3"(mod 11)

Me shumézim té 52 = 3" (mod 11) dhe 5 = 5(mod 11) fitohet:
52+l = 5.3%(mod 11) ............ (2)

69 = 3(mod 11)
69" = 3"(mod 11) ............ 3)

Nga (1), (2) dhe (3) fitohet 47"*3 + 5"*2 4+ 69" = (5-3™ + 5 3™ + 3™)(mod 11)
=3"(5+5+1)(mod 11)
=3"-11(mod 11)
= 0(mod 11)

D.m.th. shprehja 47™*3 4+ 5™*2 4+ 69" éshté e pjesétueshme me numrin 11.

2) 8 = 8(mod 73)
82 = 64(mod 73)
8" = 8"(mod 73)

Me shumézim té 8" = 8" (mod 73) dhe 8% = 64(mod 73) fitohet:
8"*2 = 64 - 8"(mod 73) ....cc...... (1)

9 = 9(mod 73)

92 = 8(mod 73)

92" = 8"(mod 73)

Me shumézim té 92" = 8" (mod 73) dhe 9 = 9(mod 73) fitohet:

92n%1 = 9. 8" (mod73) ............ (2)
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Nga (1) dhe (2) fitohet 8"*2 4+ 92+1 = (64 8™ + 9 - 8™)(mod 11)
= 8"(64 + 9)(mod 11)
= 8"-73(mod 11)
= 0(mod 11)

D.m.th. shprehja 8"*2 + 92"+1 gshté e pjesétueshme me numrin 73.
3) 37 = 2(mod 7)

37% = 4(mod 7)

37" = 2" (mod 7)
Me shumézim té 37" = 2™(mod 7) dhe 372 = 4(mod 7) fitohet:

372 = 4-2"(mod 7) ............ (D

51 = 2(mod 7)
51" = 2™ (mod 7)

Me shumézim té 51" = 2™*(mod 7) dhe 51 = 2(mod 7) fitohet:

5171 = 2-2"(mod 7) oo (2)
30 = 2(mod 7)
30 =2"(mod 7) oo (3)

Nga (1), (2) dhe (3) fitohet 37"*2 + 51"*1 + 30" = (4- 2™ + 2 2" + 2™)(mod 11)
=2"(4+ 2+ 1)(mod 11)
=3"-7(mod 11)
= 0(mod 11)

D.m.th. shprehja 37™*2 + 51™*1 4+ 30™ éshté e pjesétueshme me numrin 7.
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E) PERDEFTIMI I PJESTUESHMERISE SE SHPREHJES POLINOMIALE ME NUMER
Shembulli 1: Pérdéfto se 4|n?(n? + 1).

Rasti 1: n = 4k

n = 0(mod4)

n? = 0(mod 4)

n? — 1 =-1(mod 4)

n?(n?>-1) =0 (mod 4) ... (D).

Rastizin =4k + 1

n = 1(mod4)

n? = 1(mod 4)

n? — 1 = 0(mod 4)

n?(n? — 1) = 0(mod 4) ............ (2).

Rasti3:n =4k + 2

n = 2(mod4)

n? = 0(mod 4)

n? —1=-1(mod 4)

n?(n?—1) =0 (mod 4) ......... (3).

Rasti4:n =4k + 3

n = 3(mod4)

n? = 1(mod 4)

n? — 1 = 0(mod 4)

n?(n? — 1) = 0(mod 4) ............ (4).

Nga (1), (2), (3) dhe (4) rrjedh se 4|n?(n? + 1).
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Shembulli 2: Pérdéfto se 30|n° — n.

Ményraeparé:n® —n=n(n*-1)=nn?’-1D®*+ 1) =nn—-Dn+1)n*+1) =
=nn—-1)Mn+1)(n*—-4+5) =
=nn—-1Dn+1D"*-49)+5n(n—-1Dn+1) =
=nn—1D)n+1DMn-2)(n+2)+5n(n—1D(n+1) =

=n-2)n—1n(n+1)(n+2)+5n—-)nn+ 1).
Pasi qé, prodhimi i pesé numrave natyroré té njépasnjéshém éshté i pjesétueshém me 2,

3 dhe 5, e prodhimi i tre numrave natyroreé té njépasnjéshém éshté i pjesétueshém me 6,
rrjedh se:

n®—n=30-4+5-6-B =304+ 30B =30(4+B) =30C.
D.m.th, 30|n° — n.

Ményra e dyté: Do té tregojmé pjesétueshméri me 2, 3 dhe 5.
Pjesétueshmeéri me 2.

Rasti 1: n = 2k

n = 0(mod 2)

n? = 0(mod 2)

n® = 0(mod 2)
n®—n=0(mod2) ....... (D).

Rastiz:n=2k+1

n = 1(mod 2)

n? = 1(mod 2)

n® = 1(mod 2)

n®> —n=0(mod2) ...... (2).

Nga (1) dhe (2) rrjedh se 2|n® — n.
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Pjesétueshmeéri me 3.

Rasti 1: n = 3k

n = 0(mod 3)

n? = 0(mod 3)

n® = 0(mod 3)

n® —n=0(mod3) ....... (D).

Rasti2:n=3k+1

n = 1(mod 3)

n? = 1(mod 3)

n® = 1(mod 3)
n®>—n=0(mod3) ....... (2).

Rasti3:n =3k + 2

n = 2(mod 3)

n? = 1(mod 3)

n3 = 2(mod 3)

n* = 1(mod 3)

n® = 2(mod 3)
n®—n=0(mod3) ....... (3).

Nga (1),(2) dhe (3) rrjedh se 3|n° — n.
Pjesétueshmeéri me 5.

Rasti 1: n = 5k

n = 0(mod 5)

n? = 0(mod 5)

n® = 0(mod 5)
n®>—n=0(mod5) ...... (D).
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Rasti2:n=5k+1

n = 1(mod 5)

n? = 1(mod 5)

n® = 1(mod 5)
n®—n=0(mod5) ....... (2).

Rasti3:n =5k + 2

n = 2(mod 5)

n? = 4(mod 5)

n3 = 3(mod 5)

n* = 1(mod 5)

n® = 2(mod 5)
n®—n=0(mod5) ... (3).

Rasti4:n =5k + 3

n = 3(mod5)

n? = 4(mod 5)

n3 = 2(mod 5)

n* = 1(mod 5)

n® = 3(mod 5)
n®—n=0(mod5) ....... (4).

Rasti5:n =5k + 4

n = 4(mod5)

n? = 1(mod 5)

n3 = 4(mod 5)

n* = 1(mod 5)

n® = 4(mod5)

n® —n = 0 (mod5) ............ (5).

Nga (1), (2), (3), (4) dhe (5) rrjedh se 5|n° — n, e nga 2|n° — n, 3|n°> —ndhe 5|n°> — n

fitohet 30|n> — n.
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Ményra e treté: Do té pérdéftojmeé pjesétueshméri me 5 dhe 6.
Né té vérteté, pjesétueshméria me 5 éshté treguar né ményrén e dyteé.
Pjesétueshmeéri me 6.

Rasti 1: n = 6k

n = 0(mod 6)

n? = 0(mod 6)

n® = 0(mod 6)

n® —n=0(mod6) ........ (1).

Rastiz:n=6k+ 1

n = 1(mod 6)

n? = 1(mod 6)

n® = 1(mod 6)

n® —n=0(mod6) ........ (2).

Rasti3:n =6k + 2

n = 2(mod 6)

n? = 4(mod 6)

n3 = 2(mod 6)

n* = 4(mod 6)

n® = 2(mod 6)
n®—n=0(mod6) ........ (3).

Rasti4:n =6k + 3

n = 3(mod 6)

n? = 3(mod 6)

n3 = 3(mod 6)

n* = 3(mod 6)

n® = 3(mod 6)
n®>—n=0(mod6) ....... (4).
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Rasti5:n =6k + 4

n = 4(mod 6)

n? = 4(mod 6)

n3 = 4(mod 6)

n* = 4(mod 6)

n® = 4(mod 6)

n®> —n=0(mod6) ... (5).

Rasti6:n =6k + 5

n = 5(mod 6)

n? = 1(mod 6)

n3 = 5(mod 6)

n* = 1(mod 6)

n® = 5(mod 6)
n®>—n=0(mod6) ....... (6).

Nga (1), (2), (3), (4), (5) dhe (6) rrjedh se 6|n° — n, e nga 5|n> — n dhe 6|n° — n, fitohet
30|n° — n.

Detyra

1. Pérdéfto se 6|n3 + 17n.

Zgjidhje: Do té pérdéftojmé pjesétueshméri me 2 dhe 3.
Pjesétueshmeéri me 2.

Rasti 1: n = 2k
n = 0(mod 2)/- 17
17n = 0(mod 2)

n? = 0(mod 2)
n3 = 0(mod 2)
n3 + 17n = 0 (mod2) ........... (D).
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Rasti2:n =2k +1
n = 1(mod 2)/- 17
17n = 17(mod 2)
17n = 1(mod 2)

n? = 1(mod 2)
n3 = 1(mod 2)
n3+17n =0 (mod 2) ............ (2).

Nga (1) dhe(2) rrjedh se 2|n3 + 17n.
Ngjashém, tregohet pjesétueshméria e n® + 17n me 3. Nga kétu, pasi qé n3 + 17n éshté i
pjesétueshém me 2 dhe me 3, rrjedh se éshté i pjesétueshém me 6.

F) PERDEFTIMI I PJESTUESHMERISE SE SHPREHJES SE PERZIER ME NUMER TE DHENE

Shembulli 1: Pérdéfto 9|7™ 4+ 3n + 8 pér¢don € N,

7 = 7(mod 9)

72 = 4(mod 9)
73 = 1(mod 9)
7% = 7(mod 9)
75 = 4(mod 9)
7% = 1(mod 9)
77 = 7(mod 9)

73k = 1(mod 9)
73k+1 = 7(mod 9)
73k%2 = 4(mod9).
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Do té shqyrtojmé tri raste.
Rasti 1: Pérn = 3k fitohet se 7" = 1(mod 9).

7"+3n+8=(1+3-3k+8)(mod9)
= (9 + 9k)(mod 9)
=9(1 + k)(mod 9)
=0(mod9) ... (D).

Pérn = 3k + 1 fitohet se 7" = 7(mod 9).

7"+3n+8=(7+3-(3k+1)+8)(mod9)
= (18 + 9k)(mod 9)
= 9(2 + k)(mod 9)
=0 (mod?9) ............ (2).

Pérn = 3k + 2 fitohet se 7" = 4(mod 9).

7" +3n+8=(4+3-(3k+2)+8)(mod9)
= (18 + 9k)(mod 9)
=9(2 + k)(mod 9)
= 0 (mod9) ............ (3).

Nga (1), (2) dhe (3) rrjedh se 9|7™ + 3n + 8 pér ¢don € N.

Detyra:
Pérdéfto se pér¢cdon € N:

1)9]4™ + 15n -1
2)49|8" —7n—1
3) 54|22t —9n? + 3n —2
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Zgjidhje:

1) 4 = 4(mod 9)

42 = 7(mod 9)
43 = 1(mod 9)
4* = 4(mod 9)
45 = 7(mod 9)
4% = 1(mod 9)

43k = 1(mod 9)
43k+1 = 4(mod 9)
43k+2 = 7(mod 9).

Do té shqyrtojmeé tre raste:
Rasti 1: Pérn = 3k fitohet se 4™ = 1(mod 9).

4" +15n—-1=(1+15-3k — 1)(mod 9)
= 45k(mod 9)
= 5-9k(mod9)
=0 (mod9) ......... (D).

Rasti 2: Pérn = 3k + 1 fitohet se 4" = 4(mod 9).

4" +15n—-1= 4+ 153k + 1) — 1)(mod 9)
= (18 + 45k)(mod 9)
= 9(2 + 5k)(mod 9)
=0 (mod?9) ............ (2).
Rasti 3: Pérn = 3k + 2 fitohet se 4™ = 7(mod 9).
4" +15n—-1=(7+15-(3k + 2) — 1)(mod 9)
= (36 + 45k)(mod 9)
= 9(4 + 5k)(mod 9)
=0 (mod?9) ............ (3).

Nga (1), (2) dhe (3) rrjedh se 9]4™ + 15n — 1 pér ¢don € N.
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2) 8 = 8(mod 49)

82 = 15(mod 49)
8% = 22(mod 49)
8* = 29(mod 49)
85 = 36(mod 49)
8% = 43(mod 49)
87 = 1(mod 49)

8% = 8(mod 49)

8° = 15(mod 49)
810 = 22(mod 49)

83k = 1(mod 49)
83k*1 = 8(mod 49)
83k*2 = 15(mod 49)
83k+3 = 22(mod 49)
83k*+4 = 29(mod 49)
83k+5 = 36(mod 49)
83k+6 = 43(mod 49).

Do té shqyrtojmé 7 raste:
Rasti 1: Pérn = 7k fitohet se 8" = 1(mod 49).

8" —7n—1=(1- 77k — 1)(mod 49)
= (-49k)(mod 49)
= 0 (mod 49) ............ (D).

Rasti 2: Pérn = 7k + 1 fitohet se 8™ = 8(mod 49).

8"—-7n—-1=8-7(7k+ 1) — 1)(mod 49)
= (-49k)(mod 49)
= 0 (mod 49) ............ (2).
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Rasti 3: Pérn = 7k + 2 fitohet se 8" = 15(mod 49).

8" — 7n—1 = (15 — 7(7k + 2) — 1)(mod 49)
= (-49k)(mod 49)
= 0 (mod 49) ............ (3).

Rasti 4: Pérn = 7k + 3 fitohet se 8" = 22(mod 49).

8"—-7n—1=22-7(7k +3) — 1)(mod 49)
= (-49k)(mod 49)
= 0 (mod 49) ............ (4).

Rasti 5: Pérn = 7k + 4 fitohet se 8™ = 29(mod 49).

8" — 7n— 1 = (29 — 7(7k + 4) — 1)(mod 49)
= (-49k)(mod 49)
= 0 (mod 49) ............ (5).

Rasti 6: Pérn = 7k + 5 fitohet se 8" = 36(mod 49).

8" —7n—1 = (36 — 7(7k + 5) — 1)(mod 49)
= (36 + 45k)(mod 49)
= (-49k)(mod 49)
= 0 (mod 49) ............ (6).

Rasti 7: Pérn = 7k + 6 fitohet se 8" = 43(mod 49).

8" — 7n — 1 = (43 — 7(7k + 6) — 1)(mod 49)
= (36 + 45k)(mod 49)
= (-49k)(mod 49)
= 0 (mod 49) ............ (7).

Nga (1), (2), (3), (4), (5), (6) dhe (7) rrjedh se 49|8™ — 7n — 1 pércdon € N.
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3) 2 = 2(mod 54)
22 = 4(mod 54)
23 = 8(mod 54)
2* = 16(mod 54)
25 = 32(mod 54)
26 = 10(mod 54)
27 = 20(mod 54)
28 = 40(mod 54)
2% = 26(mod 54)
219 = 2(mod 54)
211 = 4(mod 54)

2% = 26(mod54)
2°%*1 = 2(mod 54)
29%2 = 4(mod 54)
29*3 = 8(mod 54)
29*4 = 16(mod 54)
29%*5 = 32(mod 54)
2%%+6 = 10(mod 54)
29*7 = 20(mod 54)
2%+8 = 40(mod 54).

Duhet té shqyrtojmé 9 raste:

Rasti 1: Pér n = 9k fitohet se 2™ = 26(mod 54) />
2% = 26%(mod 54) = 28(mod 54)

2 = 2(mod 54)

2271 = 2. 28 (mod 54) = 2(mod 54)

fitohet se 22"t —9n2 + 3n — 2 = (2 — 9(9k)? + 3 - 9k — 2)(mod 54)
= (- 27k(k — 1))(mod 54).
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Pasi gé k dhe k — 1 jané dy numra té njépasnjéshém natyroré d.m.th se prodhimi i tyre
éshté i pjesétueshém me 2. D.m.th., 54|22"*1 —9n2 + 3n — 2 3an = 9k.

Rasti 2: Pérn = 9k + 1 fitohet se 2" = 2(mod54) />
22" = 4(mod 54)

2 = 2(mod 54)

22"+1 = 8 (mod 54)

Fitohet se 22"*1 —9n2 + 3n — 2= (8 — 9(9%k + 1)2 + 3 - (9k + 1) — 2)(mod 54)
= (-729k? + 135k) (mod 54)
=-27k(27k + 5)(mod 54).

D.m.th, 27|22"*1 — 902 4+ 31 — 2 oo (1)
Duhet ende té tregojmé se 2|22"*1 — 9n? + 3n — 2, gjegjésisht 2|k(27k + 5)

-pér k = 2m kemi: 2m(27 - 2m + 5) = 24, gjegjésisht 2|k(27k + 5)
-pérk =2m+ 1kemi: Cm+1)27-2m+ 1) +5) = (2m+ 1)(54m + 32) =
=2(2m+1)(27m + 16) = 2B gjegjésisht 2|k(27k + 5)

D.m.th, 2|22"*1 —9n2 + 3n — 2 ............ (2)
Nga (1) dhe (2) fitohet se 54|22"*1 —9n? + 3n — 2 3an = 9k + 1.

Né ményré analoge, pérn =9k + 2,..n = 9k + 8.
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G) KRITERET PER PJESTUESHMERI ME 2, 3,4,8,9, 11,13 DHE 19

a = anan_lan_z ...azalao -

=a, 10"+ a,_4 10" +a, , 10" 2+ -+ a, 10+ a,-10 + a,

Kriteret pér pjesétueshméri me 3:

1=1(mod3) /-ay

10 =1(mod 3) /- a4

102 = 1(mod 3) /- a,

10" = 1(mod 3) /- a,

ay = ag(mod 3)

10a; = a,(mod 3)

100a,; = a,(mod 3)

10" - a,, = a,(mod 3)

Fitohetsea =a, + a,_1 +ap_, + -+ a, + a; + a,.
D.m.th.3la © 3|(a, + ap_1 +a,_, + -+ a, +a; +agp).

Kriteret pér pjesétueshméri me 9: (Fitohet ngjashém si kriter pér pjesétueshméri me 3.)

991a ©9|(a, +ay_1+an_,++a,+a; +ag).

Kriteret pér pjesétueshméri me 2:

1=1(mod 2) /- a,
10 = 0(mod 2) /- a4
10?2 = 0(mod 2) /- a,

10" = 0(mod 2) /- a,
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ay = ag(mod 2)

10a; = 0(mod 2)

100a, = 0(mod 2)

10™ - a,, = 0(mod 2)
Fitohet se a = a,(mod 2).

D.m.th. 2|a & 2]a,.

Kriteret pér pjesétueshméri me 4-:

1 =1(mod4) /- ay
10 = 2(mod 4) /- a4
102 = 0(mod 4) /- a,

10" = 0(mod 4) /- a,

ay = ag(mod 4)
10a; = 2a,(mod 4)
100a, = 0(mod 4)

10" - a,, = 0(mod 4)
Fitohet se a = (ay + 2a,)(mod 4) = (ay + 10a,)(mod 4).

Dmth, 4‘|a = 4‘|(a0 + 10(11) (= 4‘|a1a0.

Kriteret pér pjesétueshméri me 8:

1=1(mod8) /- a,

10 = 2(mod 8) /- a4
102 = 4(mod 8) /- a,
103 = 0(mod 8) /- a;
10* = 0(mod 8) /- a,

10" = 0(mod 8) /- a,
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Nga kétu,

ay = ag(mod 8)

10a; = 2a,(mod 8)

100a, = 4a,(mod 8)

1000a; = 0(mod 8)

10™ - a,, = 0(mod 8)

Fitohet se a = (a, + 2a, + 4a,)(mod 8) = (ay + 10a; + 100a,)(mod 8).

D.m.th, 8|a & 8|(ay + 10a, + 100a,) < 8|a,a;a,.

Kriteret pér pjesétueshméri me 11:

1=1(mod11) /-aq
10 =-1(mod 11) /- a4
102 = 1(mod 11) /- a,
103 =-1(mod 11)/- as
10* = 1(mod 11)/- a,

10" = (-1)" (mod 11) /- a,

ay = ag(mod 11)

10a; = -a,(mod 11)
100a, = a,(mod 11)
1000a; = -az(mod 11)
10000a, = a4(mod 11)

10" -a, = (-1)"a,(mod 11)
Fitohetsea = (a, (- 1)"+ ap_, (- D" 1 +a, —az +a, —a; + ag)(mod 11).

Dm.th.11la © 11|(a, - D"+ a1 D" 1+ a, —az + a, — a; + ay).
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Kriteret pér pjesétueshméri me 13:

Ményra e paré

1 =1(mod13) /- a,

10 = 10(mod 13) /- a4
10?2 = 9(mod 13) /- a,
103 =-1(mod 13)/- a;
10* =-10(mod 13)/- a,
105 =-9(mod 13) /- as
10° = 1(mod 13)/- a,
107 = 10(mod 13) /- a,
108 = 9(mod 13)/- ag

Nga kétu,

ay = ag(mod 13)

10a; = 10a;(mod 13)
100a, = 9a,(mod 13)
1000a; = - az(mod 13)
10000a4 = -10a4(mod 13)
100000as = -9az(mod 13)

Fitohet se:
a = (ay +10a, +9a, — (a3 + 10a, + 9as) + ag + 10a, + 9ag — -+ )(mod 13).

D.m.th. 13|a & 13|(ay + 10a, + 9a, — (a3 + 10a, + 9as) + ag + 10a, + 9ag — ).
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Ményra e dyté

1=1(mod 13) /-aq

10 = 10(mod 13) /- a4

102 =1-9(mod 13) /- a,
103 = 10 - 9(mod 13) /- a3
10* = 1-9%(mod 13)/- a,
10° = 10 - 9%2(mod 13)/- as
10% = 1-93(mod 13)/- a,
107 =10-93(mod 13) /- a,

Fitohet se:

a = (ag + 10a; +9a, + 10 - 9a; + 9%a, + 10 - 9%as + 93a¢ + 10 - 93a, + --- )(mod 13)

= (aay +9-aza; + 9% - aza, + 9% - a;ag + -+ )(mod 13).

D.m.th.13|a & 13|(a;a, + 9 - aza; + 9% -aza, + 93 - a;ag + -+ ).

Kriteret pér pjesétueshméri me 19:

1=1(mod 19) /-aq

10 = 10(mod 19) /- a4

102 = 5(mod 19)/- a,

103 = 10 - 5(mod 19)/- a;
10* = 1-5%(mod 19)/- a,
10° = 10 - 52(mod 19) /- as
10% = 1-53(mod 19)/- a,
107 = 10-53(mod 19) /- a,

Fitohet se:

a = (ag + 10a, + 5a, + 10 - 5a3 + 5%a, + 10 - 52as + 5%a¢ + 10 - 53a, + --- )(mod 19)

= (ajay + 5-aza; + 5% - asa, + 53 - a;ag + -+ )(mod 19).

D.m.th.19|a < 19|(a;a, + 5 aza; + 5% - asa, + 53 - a;ag + -+ ).
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DETYRA PER
SHTRIME

Né kété pjesé jané dhéné detyra pér ushtrime pér nxénésit mé solid nga klasa e 7,
8 dhe 9. Pér secilén nga detyrat éshté ofruar pérgjigje ose zgjidhje. Kéto detyra mund té
zgjidhen né kuadér té mésimit shtues me pérkrahje t€ mésimdhénésit.
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Genci ka pesé heré mé shumé té holla se e motra e tij. Nése Genci ka harxhuar 200
denaré, atéheré ata té dyté do té kené sasité té hollash njé lloj. Nga sa denaré do té
keté secili prej tyre?

Deshifroje (zgjidh) barazimet, nése dihet se pas secilés shkronjé fshihet nga njé
shifér dekade:

a)A+ AB + ABC + ABCD = 1995
b) A+ AB + BB + ABBC = 1996

Né njé shkollé seciléve dy djem ka nga tre vajza, e né ¢do dhjeté djem ka nga njé
arsimtaré. Sa djem dhe sa vajza ka né shkollé, nése ka gjithsej 936 nxénés dhe
arsimtaré?

Njé kishé ka dy kambana té ndryshme. Té dyté rrahin njétrajtésisht, por té rrahurat
e kambanés sé paré dégjohen né cdo katér sekonda, e té rrahurat e kambanés sé dyté
dégjohen né c¢do tre sekonda. Té rrahurat e njékohésishme té dy kambanave
dégjohen si njé e rrahur. Njé dité té dy kambanat kané filluar njékohésisht. Dikush
me kujdes i ka numéruar té rrahurat dhe ka numéruar gjithsej 20 té rrahura nga
kambana. Sa kohé ka kaluar nga e rrahura e paré deri te e rrahura e fundit e
kambanave?

Pércakto numrat a, b dhe c, nése dihet se a < b < ¢ dhe té mbledhur nga dy japin
shuma 332, 408 dhe 466.

Né njé kope ka pasur gjithsej 560 koké kafshé: dhen dhe dhi. Pas njé muaji numri i
dhive éshté rritur pér 16, pas ¢ka numri i dhenve ka ngelé 15 heré mé i madh se
numri i dhive. Sa dhenég, dhe sa dhi ka patur né fillim?

Gjaté pjesétimit té ndonjé numri me 48 fitohet herés n dhe mbetje 36. Sa do té jeté
herési, e sa mbetja, gjaté pjesétimit té njéjtit numér me numrin 16?

Shuma e numrit dyshifroré dhe treshifroré éshté numeér katérshifroré. Secili prej
atyre numrave njélloj lexohet nga e majta kah e djathta dhe nga e djathta kah e majta
gjegjésishtné secilin numeér shifrat jané té radhitura simetrikisht. Gjeni ata numra.

1

Njé dité nga paralelja kané munguar 17 © nxénésve. Ditén e ardhshme ka ardhur 1
1

nxénés mé shumé, ashtu qé kané munguar ¢ nxénésve. Sa nxénés ka paralelja?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Numri gjashtéshifroré fillon me shifrén 1. Nése ajo shifér zhvendoset né vendin e
fundit, fitohet numér qé éshté tri heré mé i madh se numri fillestaré. Gjeje numrin
fillestaré.

Pérdéfto se numri 101999 — 7 éshté i pjesétueshém me 3, por nuk éshté i
pjesétueshém me 27.

Gjej té gjithé numrat natyroré n pér té cilét éshté 1027 — 1 éshté i pjesétueshém me
34,

Né shteg rrethoré té gjaté 120 metra nga vendi i njéjté né kahe té njéjté nisen dy
biciklisté. [ pari léviz me shpejtési 320 m né minuté, kurse i dyti me 250 m né minuté.
Pas sa minutave té dy biciklistét do té gjinden né vend té njéjté né shteg?

Sa numra natyroré meé té vegjél se 100, nuk jané té pjesétueshém as me 3 as me 5?

Pér shétitje té 46 vizitoréve né njé ligen kané gené té angazhuar barka me nga 4 dhe
barka me nga 6 karrige. Sa barka me nga 4, e sa me nga 6 karrige, nése gjithsej ka
pasur gjithsej 10 barka dhe gjaté lundrimit kané gené té gjithé plot me vizitoré té
ulur né vende té barkave?

Njé nxénés ka lexuar njé libér pér 3 dité. Ditén e paré ka lexuar 2/5 e librit, ditén e
dyté 2/5 nga mbetja, e ditén e treté 36 faget e mbetura. Sa fage ka patur libri?

Gjej té gjithé numrat gjashté shifroré nga forma A1996B, té cilét jané té
pjesétueshém me 36.

Cakto shifrat e panjohura né numrin 199AA6B nése dihet se éshté i pjesétueshém
me 12.

Shuma e gjatésive té brinjéve té njé kuadri éshté 60 cm. Cakto syprinén dhe véllimin
e atij kuadri, nése numrat matés té gjatésive té brinjéve (té shprehur né centimetra)
jané numra té njépasnjéshém natyroré.

Njé fshataré né treg ka shitur gengj, cjap dhe vi¢. Kur e kané pyetur nga sa kilogram
ka ¢donjéra prej tyre, ai éshté pérgjigjur né ményré enigmatike: ,Qengji dhe cjapi
kané bashké 32 kg, gengji dhe vici kané sé bashku 102 kg, e cjapi dhe vici kané
100 kg. Cakto sa kilogram ka secila prej tyre.

Cakto té gjitha treshifroré qé jané té pjesétueshém me 18 dhe shifrat e njésheve dhe
té gindésheve i kané té njéjta.

155



DORACAK NGA MATEMATIKA PER NXENES TE KLASES SE VI, VIII DHE IX-TE
DHE PER ARSIMTARET E TYRE

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Shuma e shifrave té njé numri treshifroré éshté e barabarté me numrin mé té vogél
dyshifroré. Shifra e dhjetésheve e numrit treshifroré éshté 6, e nése shifrat e
njésheve dhe gindésheve i ndérrojné vendet, fitohet numri i njéjté. Cili éshté ai
numeér?

Shuma e shifrave té njé numri treshifroré éshté 12. Gjaté pjesétimit té atij numri me
257 fitohet mbetja 47. Cili éshté ai numér treshifroré?

Shuma e dy numrave éshté 374. Njéri nga mbledhésit mbaron me 0. Nése ajo shifér
fshihet fitohet mbledhési tjetér. Cilét jané ata numra?

Pércakto shifrat A dhe B, nése dihet se numri A1996B éshté i pjesétueshém me 72.

Pércakto mé té médhenj se 100 dhe mé té vegjél se 200, té cilét gjaté pjesétimit me
2 japin mbetje 1, gjaté pjesétimit me 3 japin mbetje 2, gjaté pjesétimit me 4 japin
mbetje 3 dhe gjaté pjesétimit me 5 japin mbetje 4.

Gjeje numrin mé té madh katérshifroré i cili gjaté pjesétimit me 3, 4, 5, 6 dhe 7 jep
mbetje 2.

Gjeje numrin mé té vogél natyroré i pjesétueshém me 33 i cili éshté shénuar vetém
me njéshe.

Zgjidhe barazimin (x — 2)(x — 3)(x —4)(x — 5) = 3024 né bashkésiné e numrave
té ploté.

Cakto numrin mé té vogél natyroré me té cilin duhet té shumézohet numri 8316 qé
té fitohet katroré i numrit natyroré.

Prodhimi i dy numrave treshifroré shénohet vetém me shifrat 7. Cakto ata numra
treshifroré.

Njé barkeé turistike ka 20 kabina me gjithsej 86 shtretér. Secila nga kabinat ka 2, 3
ose 4 shtretér. Pérdéfto se numri i kabinave treshtretérshe éshté numér cift.

Secili njeri, prej dités kur ka filluar pérshéndetja me dhénie té dorés deri sot, éshté
pérshéndetur numér té caktuar heré. Pérdéfto se numri i njerézve, té cilét deri né
kété moment kané béré pérshéndetje tek heré, éshté cift.

Gjyshi dhe babai i Artit tani kané 63 vjet dhe 37 vjet, pérkatésisht. Arti ka 10 vjet, e
motra e tij 6 vjet. Pas sa vjet Arti, babai i tij dhe motra e tij do té kené bashké gjithsej
aq sa do té keté gjyshi?
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

Né varg té pérbéré nga 7 numra natyroré, duke filluar nga i treti secili anétaré éshté
shume e té dy anétaréve paraprak. Cakto vargun nése anétari i treté éshté 5.

Dy traktoré duhet té lévrojné arén prej 450 ha. Njéri traktor mund té lévrojé 15 ha
né dité, e i dyti 20 hané dité. Pasi qé traktori i paré ka lévruar 2 dité, i éshté
bashkangjitur edhe traktori i dyté. Pér sa dité sé bashku do ta kryejné lévrimin e
arés?

Gjeje numrin mé té vogél natyroré té pjesétueshém me 6, i cili gjaté pjesétimit me 4
dhe me 5 jep mbetje 2.

Cakto numrin mé té vogél natyroré i cili i shumézuar me 814 jep numér té shénuar
vetém me dyshe?

A éshté e mundur 1999 telefon té jené té lidhur ndérmjet veti, ashtu gé secili prej
tyre té keté lidhje té drejtpérdrejté sakté me 7 telefona té tjeré? (Pérgjigja té
sqarohet.)

Tri heré né gjatési té drejtkéndéshit té dhéné éshté e barabarté me katér heré
gjerésiné. Nése syprina e drejtkéndéshit éshté 108 cm?, atéheré sa éshté perimetri?

Njé fleté né formé katrori me dy té prera me gérshéré(me dy drejtéza) éshté ndaré
né dy katroré dhe dy drejtkéndésha. Syprina e njérit katroreé té fituar éshté 81 cm?,
e syprina e njérit drejtkéndésh té fituar éshté 63 cm2. Sa éshté syprina e fletés sé
dhéné?

Njehso syprinén e trekéndéshit nése dy brinjét e tij kané gjatési 27 cm dhe 29 cm, e
vija e réndimit kah brinja e treté ka gjatési 26 cm.

Perimetri drejtkéndéshit té dhéné éshté 2 metra. Nése gjatésia e drejtkéndéshit
zvogélohet pér 10 cm, e gjerésia zmadhohet pér 10 cm, atéheré do té fitohet katroré.
Sa éshté syprina e atij katrori?

Perimetri i trekéndéshit barakrahés éshté 64 cm, e ndryshimi i krahut dhe bazés
éshté 11 cm. Njehso syprinén e trekéndéshit.

Njé katroré éshté ndaré me dy drejtéza né katér drejtkéndésh. Sa éshté brinja e
katrorit té dhénénése syprinat e tre drejtkéndéshave té fituar nga katér
drejtkéndéshat jané: 48 cm?, 96 cm? dhe 144 cm?2? Prerja éshté béré ashtu qé dy mé
té médhenjté nga tre drejtkéndéshat e pérmendur né tekst kané té pérbashkét
vetém njé brinjé.
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46.

47.

48.

49,

50.

51.

52.

53.

54.

Né trapez barakrahés ABCD me AD = BC = 6 cm diagonalja e ndané vijén e mesme
né pjesé prej nga 2 cm dhe 5 cm, pérkatésisht. Cakto:

a) perimetrin e trapezit
b) kéndet e brendshme té trapezit

Eshté dhéné katrori me gjatési té brinjéve 10 cm éshté preré me njé drejtéz né dy
drejtkéndésh. Njehso perimetrat e atyre drejtkéndéshave, nése dihet se perimetri i
dyfishté i njérit éshté i barabarté me trefishin e perimetrit té tjetrit.

Né trapezin barakrahés ABCD, baza mé e madhe éshté a = 3,7 dm, krahu ¢ = 1,5
dm dhe kéndi ndérmjet tyre éshté a = 60°. Cakto gjatésiné e vijés sé mesme té
trapezit.

Nése njé cift i brinjéve té kundérta té katrorit jané vazhduar nga 2 cm, e ¢ifti tjetér
pér nga 5 cm, drejtkéndéshi i fituar do té keté sypriné e cila éshté pér 45 cm? mé e
madhe se syprina e katrorit té dhéné. Sa éshté syprina e katrorit?

Brinjét e trekéndéshit jané 13 cm, 14 cm dhe 15 cm. Cakto rrezen e vijés rrethore
me gendér né brinjén e mesme nga madhésia e cila i prek dy brinjét tjera té
trekéndéshit.

Si duhet té renditen njéqind katroré identik me brinjé 3 cm qé té fitohet
drejtkéndésh:

a) me perimetér mé té vogél té mundshém?
b) me perimetér mé té madh té mundshém?

Né njé drejtkéndésh prerja e diagonaleve éshté pér 4 cm mé afér brinjés mé té
madhe se sa brinjés mé té vogél. Njehso syprinén e drejtkéndéshit, nése perimetrin
e ka 56 cm.

Drejtkéndéshi ka perimetér 96 cm éshté ndaré me njé drejtéz né dy katroré té
barabarté. Pér sa éshté mé i madh perimetri i drejtkéndéshit se sa perimetrii njérit
nga katrorét e fituar?

Né ashensor hyné njé djalé dhe njé vajzé. Ashensori niset nga kati pérdhese, e
ndértesa ka 5 kate. Né sa ményra té ndryshme mundet té zbrazet ashensori?
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55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

Njé gjerdan éshté béré nga 20 monistre té njéjté né formé por té ndryshém nga
ngjyra: ka 5 té bardhé, 5 té verdhé, 5 té kaltér dhe5 té kuq, ashtu qé ¢do katér
monistra té njépasnjéshém jané né katér ngjyra té ndryshme.

a) Sa gjerdane té ndryshme mund té béhen nga kéto 20 monistre?

b) Sa gjerdane té ndryshme mund té béhen nén kushte té njéjté nga 100 monistre
(nga 25 nga secila ngjyré)?

Pér shénim té numrave katérshifroré i shfrytézojmé vetém numrat 1, 2 dhe 3. Sa ka
numra té tillé té cilét jané té pjesétueshém me 9?

Nénté gjésende té ndryshme duhet té ju ndahen tre personave, dhe njérit dy
gjésende, té dytit tre gjésende dhe té tretit katér gjésende. Né sa ményra ajo mund
té béhet?

Né shénim té ditélindjes, Artiola i ka shérbyer mysafirét me émbélsiré. Ema e para

ka marré ¢ émbélsirés, e pas Sara ka marré 5 ePjeséssé mbetur. Pas késaj Hava
ka marré 5 ngaajoqé ka mbetur pas Emés, Ina morri - nga mbetja né fund dhe sé

1
fundmi Gazi morri S hea ajo qé ka ngelé nga émbélsira. Sa pjesé e émbélsirés ka ngelé

pér Artiolén dhe fémijét e saj?

Pércakto numrat g, b, cnése shuma e tyre éshté mé e madhe se numri a pér p nga

., . 59 ... 5
numri b pér 5 € nganumri ¢ pér -.

3
Né njé shitore ka patur gjithsej 180 kilogram mollé dhe dardhé. Jané shitur 5 ©

3 1
mollés dhe o © dardhés, gé paraget 3 hea sasia e pérgjithshme e mollés dhe

dardhés. Sa kilogram mollé ka patur né fillim né shitore?

Njé anije 1évizé né ujé té qeté me shpejtési prej 18 km né oré. Sa kilometra do té
kalojé anija pér 8 oré né lum te i cili uji 1évizé me shpejtési prej 5 km né oré, nése
lévizé:

a) né rrjedhé té ujit?

b) né ané té kundért té rrjedhés sé ujit?

Dy shirita kané gjatési té pérgjithshme 4 m 12 cm. Nése nga shiriti i paré pritet copé
shiriti me gjatési 50 cm dhe ngjitet né shiritin e dyté (né vazhdim), atéheré shiriti i
dyté do té jeté tre heré mé e gjaté se e para. Sa jané té gjata shiritat?
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63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

Njé nxénés ka bleré4 libra. Tre librat e paré pa té parin kushtojné 700 denaré, tre
librat pa té dytén 740 denaré, tre librat pa librin e treté 760 denaré dhe tre librat pa
té katértin 800 denaré. Nga sa denaré kushton secili libér?

Né njé ené ka pasé 420 gram njézet pér qind tretje té kripés dhe ujit. Pas njé kohe,
pér shkak té avullimit, sasia e tretjes éshté zvogéluar né 300 gram. Sa pér qind kripé
ka tretja tani?

Rrushi i freskét pérmban né vete 80 % ujé, e rrushi i thaté pérmban 12 % ujé. Sa
kilogram rrush té freskét nevojiten gé té fitohen 16 kilogram rrush té thaté?

Traktoristi e ka lévruar arén pér tre dité. Ditén e paré ai ka lévruar 7/10 e arés, ditén
e dyté ka lévruar 3/5 nga mbetja dhe ditén e treté pjesén e mbetur. Sa éshté syprina
e arés,nése ditén e treté traktoristi ka lévruar pér 11,2 ha mé pak se ditén e dyté?

Qé té ndértohet njé digé pér 20 dité jané angazhuar 44 punétoré. Por, 4 dité pas
fillimit té punés,jané béré marréveshjet puna té kryhet 5 dité mé herét se kur éshté
paraparé. Edhe sa punétoré duhet té angazhohen?

Né njé shkollé ka mé pak se 400 nxénés. Gjashté klasé kané numér té njejté nxénési
dhe né ato gjashté klasé ka mé shumé se 150 nxénés. Né klasét tjera ka gjithsejt pér
15 % nxénés mé shumé se né kéto gjashté klasé. Sa gjithsej nxénés ka né shkollé?

Anika thoté: ,Bibi génjen !“, Bibi pohon: ,Sejrani génjen!“ Sejrani pohon: ,Anika dhe
Bibi génjejné!” Cili me té vérteté génjen?

Njé vit, 1 janar dhe 1 prill jané gélluar ditén e enjte. Sa muaj me pesé té premte ka
né ate vit?

Jolanda e ka kaluar té martén e paré té muajit né Paris, e té martén e paré pas té
hénés sé paré té muajit té njéjté ka gené né Florida. Té mérkurén e paré té muajit
té ardhshém Jolanda ka gené né Beograd, e té mérkurén e paré pas té martés sé paré
e ka kaluar né Venedik. Ku Jolanda e ka festuar 8 marsin e atij viti?

Katér mace pér katér dité gjuajné katér mijé. Pér sa dité 100 mace do té gjuajné 100

mijé?

Kemi né disponim dy tenxhere té zbrazéta, nga té cilat njéra ka véllim 11 litra, e
tjetra 7 litra. Si me ndihmén e kétyre tenxhereve, nga cezma né fuqi do té derdhim 6
litra ujé?

Kéndi a éshté suplementar me kéndin (3, e komplementar éshté me njé té tretén e
kéndit . Cakto kéndet a dhe f3.
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75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

Cakto syprinén e rombit ABCD, nése R dhe r, pérkatésisht, jané rrezet e rrathéve té
jashtéshkruar rreth trekéndéshave ABC dhe ABD.

Pikat Adhe B e ndajné segmentin MN né tre segmente gjatésité e té ciléve qéndrojné
si 2 : 3 : 4. Largesa ndérmjet meseve té pjeséve té skajshme éshté 30 cm. Sa éshté
gjatésia e segmentit MNV?

Né njé drejtéz jané dhéné pika 4, B dhe C né até radhitje, ashtu gqé gjatésia e
segmentit 45 éshté 3 cm, e gjatésia e segmentit BCéshté 2 cm. Le té jeté M, Ndhe
P mese té AB, AC dhe B, pérkatésisht. Cilat jané gjatésité e segmenteve BC, AP dhe
MN?

Eshté dhéné drejtkéndéshi ABCD me brinjé AB = 16 cm dhe BC = 12 cm. Pikat E
dhe F shtrihen né drejtézat AB dhe CD, pérkatésisht, ashtu qé AECF éshté romb.
Cakto gjatésiné e segmentit EF.

Ndryshimi i kéndit a dhe kéndit té tij suplementaré 3 éshté 56°. Njehso kéndin v i
cili éshté komplementaré né kéndin f.

Mbi katetet e trekéndéshit kénddrejté jané konstruktuar trekéndésh barabrinjés me
syprina 64v3 cm? dhe 36v3 cm? pérkatésisht. Cakto syprinén e rrethit té
jashtéshkruar né trekéndéshin kénddrejteé.

Njé lepur ndodhet né livadh. Fillimisht kércen 4 m né peréndim, pastaj 2 m né jug-
lindje dhe né fund kércen 4 m né jug. Cakto né cilén largesé nga fillimi do té gjendet

lepuri pas kércimit.

Njé e pesta e kéndit o éshté e barabarté me njé té shtatén e kéndit té tij suplementaré
B. Sa éshté kéndi I cili éshté komplementar me kéndin o?

Pérdéfto se né secilin shumékéndésh té drejté mund té brendashkruhet vijé
rrethore.

Cili kénd éshté pér 1° mé i madh se kéndi i tij suplementaré?

Né vijén e dhéné rrethore, sekantat AB = 6 cm dhe AC = 8 cm jané reciprokisht
normale. Cakto syprinén e rrethit.

Sa éshté shuma e dy kéndeve té cilét jané, pérkatésisht, suplement né dy kénde
komplementaré?
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87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94,

95.

96.

97.

98.

Nga pika e ¢farédoshme A né vijé rrethore jané térhequr dy sekanta me gjatési 9 cm
dhe 17 cm. Cakto rrezen e vijés rrethore, nése largesa ndérmjet meseve té sekantave
éshté 5 cm.

Kéndet a dhe 3 ce, pérkatésisht komplementare ndaj dy kéndeve suplementare ¢
dhe 6. Njehso ato katér kénde.

Né katroré me brinjé a, éshté brendashkruar katroré mé i vogél kulmet e té cilit i
ndajné brinjét e katrorit mé té madh né raport 2 : 3. Cakto raportin e syprinave té
katroréve.

Bazat e trapezit jané a = 25 dhe b = 15, e njéré nga krahét éshté ¢ = 8. Cakto
perimetrin dhe syprinén té trapezit nése dihet se shuma e kéndeve té brendshme né
bazén mé té madhe éshté 90°.

Cakto kéndin a i cili nga kéndi i tij suplementar éshté sakté mé i vogél aq heré sa
éshté mé i madh se kéndi i tij komplementaré.

Eshté dhéné drejtkéndéshiABCD me dimensione 8 cm dhe 6 cm. Diagonalja AC e
ndané drejtkéndéshin né dy trekéndésh. Cakto largesén ndérmjet gendrave té
rrathéve té brendashkruar né ato dy trekéndésh.

Pérdéfto se trekéndéshi éshté kénddrejté nése dhe vetém nése njé kénd i tij i
brendshém éshté i barabarté me shumén ose ndryshimin e dy kéndeve tjeré té
brendshém.

Né romb éshté brendashkruar vijé rrethore me rreze r. Shprehe gjatésiné e brinjés
té rombit népérmjet rrezes r, nése dihet se ajo éshté gjashté heré mé e vogél se
shuma e diagonaleve.

Né brinjén AC té trekéndéshit ABC éshté dhéné pika K ashtu qé drejtéza BK éshté
simetrale e kéndit té brendshém f. Nése dihet se 4 BKC = 70°, njehso ndryshimin e
kéndev £ACB =y dhe 4CAB = «.

Njehso syprinén e trapezit me baza 19 cm dhe 2 cm dhe diagonale 17 cm dhe 10 cm.

Nése shuma e dy kéndeve té jashtme té trekéndéshit éshté e barabarté me 270°,
Pérdéfto se ai trekéndésh éshté kénddrejté.

Njehso syprinén e trapezit barakrahés me baza 20 cm dhe 12 cm nése dihet se
diagonalet jané reciprokisht normale.
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99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

Simetralet e dy kéndeve té brendshme té trekéndéshit té dhéné priten nén kénd prej
135°. Pérdéfto se ai trekéndésh éshté kénddrejté.

Cakto gjatésiné e diagonales mé té gjaté té tridhjetékéndéshit té rregullt me brinjé
a=6cm.

Njéri nga kéndet e brendshme té trekéndéshit éshté 75°. Sa jané dy kéndet tjera té
brendshme té trekéndéshit,nése dihet se ekziston drejtéz e cila e pérmban kulmin
té kéndit té dhéné dhe e ndané trekéndéshin né dy trekéndésh barakrahés?

Cakto rrezen R té rrethit té jashtéshkruar rreth trekéndéshit barakrahés ABC me
bazé a dhe krah b.

Nga gjysmérrethi me rreze R =10 cm jané preré dy gjysmérrathé me rreze
1, = 3 cm dhe r, = 7, gendrat e té ciléve shtrihen né diametrin e gjysmérrethit dhe
tangohen ndérmjet veti nga pjesa e jashtme. Cakto syprinén e mbetjes.

Le té jeté ABCD paralelogram dhe P € BC,Q € AD,K € AB dhe L € CD jané té tillé
qé PQ |l AB, KL || BC dhe {M} = KL n PQ N AC. Pérdéfto se paralelogramet KBPM
dhe QMLD kané syprina té barabarta.

Pérdéfto se rreth secilit drejtkéndésh té rregullt, mund té jashtéshkruhet vijé
rrethore.

Katrori ABCD ka brinjé me gjatési 36 cm. Né brinjén AB éshté zgjedhur piké E né
largesé 12 cm nga kulmi B. Le té jeté mesi | brinjés BC éshté pika F, e né brinjén CD
éshté zgjedhur pika G né largesé 12 cm nga kulmi C. Cakto syprinén té pjesés qé
shtrihet né pjesén e brendshme té trekéndéshit EFG dhe né pjesén e jashtme té
trekéndéshit AFD.

Bazat e trapezit ABCD (AB || CD) géndrojnési 1:5, e diagonalet priten né pikén 0. Shuma
e syprinave té trekéndéshave ABO dhe CDO éshté 120 cm?2. Gjej syprinat té atyre
trekéndéshave.

Né AABC le té jeté pika D mes i brinjés BC. Pér pikén E né segmentin AD vlené barazimi
4AE = 3AD. Drejtéza BE e pret brinjén AC né pikén F. Cakto raportin e syprinave té AABF
dhe ABCF.

Né njé drejtéz jané barté segmentet AB, AC, AD dhe AE ashtu qé pika B éshté mes i
segmentit AC, C né AD dhe D né AE. Cakto largesén ndérmjet pikave té mesme té
segmenteve AB dhe DE, nése dihet se AE = 16 cm.
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110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

Kérmilli ngjitet né drunj té larté 15 m. Gjaté secilés dité kérmilli ngjitet 5 m, e gjaté
secilés naté, pér shkak té rréshqitjes léshohet, pér 4 m. Pér sa dité kérmilli do té
ngjitet né majé té drurit?

3
Ara né formé té drejtkéndéshit, pér té cilin 2 © gjatésisé jané 90 m dhe gjerési

7
paraget 3 € gjatésisé, éshté mbjellé me misér. Sa kilogram misér do té fitohen nése

nga, 1 ari (100 metér katroré) fitohen nga 32 kg?

Mbi krahun e trekéndéshit barakrahés ABC éshté konstruktuar trekéndésh
barabrinjés. Perimetri i ashtu té fituarés 2D formééshté 26 cm. Cakto brinjét e
trekéndéshave, nése baza e trekéndéshit barakrahés éshté pér 2 cm mé e vogél se
krahu.

Né trekéndéshin barakrahés ABC (Rzﬁ) pika D éshté mes li segmentit AB.
Perimetri i A ABC éshté 36 cm, e perimetri i A ADC éshté 24 cm. Cakto gjatésiné e
segmentit CD.

Jané dhéné 5 pika né rrafsh, ashtu qé asnjéra nga tre pikat nuk shtrihen né té njéjtén
drejtéz. Sa trekéndésha té ndryshém jané formuar nga ato tre pika?

Kubi me tehun 1 méshté preré né kube té vogla me tehe 1 mm. Sa metra do té jeté
e larté shtylla nése té gjitha kubet e vogla renditen njéra mbi tjetrén?

Pérdéfto se bisektrisa e kéndit té jashtém né kulmin e trekéndéshit barakrahés éshté
paralele me bazén e saj.
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Zgjidhje 1: Genci ka 250 denaré, e motra e tij ka 50 denaré.

Zgjidhje 2:
a) Té theksojmé sé pari se 4 = 1. Prej kétu, B + BC + BCD = 884, pér shkak se B = 7.

Késhtu, C + CD = 107, qé térheq se C = 9 dhe D = 8. D.m.th deshifrimi jep:
14+17+ 179 + 1798 = 1995.

b) Pérséri A = 1, prej ku fitohet barazimi B + BB + BBC = 985. Kjo térheq se B = 8 dhe
C = 9. D.m.th deshifrimi jep:
1+ 18+ 88+ 1889 = 1996.

Zgjidhje 3: Pasi qé né ¢do dy djem pérgjigjen tre vajza, né ¢do 10 djem ka nga 15 vajza.
Sipas késaj djem ka 10 heré mé shumé se arsimtaré,e vajza ka 15 heré mé shumé se
arsimtaré. Pérfundojmé se nxénés dhe arsimtaré ka 26 heré mé shumeé se sa arsimtareé.
Prej kétu, arsimtaré ka 936 : 26 = 36, djem ka 360, e vajza 540.

Zgjidhje 4: Né drejtéz me rrathé té zbrazéti shénojmé té rrahurat e kambanés sé paré, e
me rrathé té ploté té rrahura te kambanés sé dyté Vérejmé se té rrahurat e paré, té
shtaté,trembédhjeté dhe té néntémbédhjeté jané té njékohésishme pér té dyja kambana
dhe ato i numérojmeé sit € rrahura ve¢gmas. Me numérim té drejtpérdrejté fitojmé se nga e
para deri te e njézeta e rrahur e kambanés kané kaluar sakté 39 sekonda.
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Zgjidhje 5: Me mbledhje té barazimeve a + b = 332, a + ¢ = 408 dhe b + ¢ = 466 fitojmé

se 2a + 2b + 2¢ = 1206, gjegjésish a + b + ¢ = 603. Me zbritje té njé té parét nga tre
barazimet nga i fundit, pérfundojmé se ¢ = 271, b = 195 dhe a = 137.

Zgjidhje: Nése ka patur x cjapé, atéheré dele ka patur 560 — x. Sipas kushtit té detyrés,
(x +16) * 15 = 560 — x, prej ku fitohet x = 20. D.m.th, né kope né fillim ka patur 20 dhi
(cjape) dhe 540 dele.

Zgjidhje 7: Té shénojmé té pjesétueshmin me a. Atéheré,a =48n+36 =16 (4n+2) +
+ 4. Mbetja gjaté pjesétimit me 16 éshté 4.

Zgjidhje 8: Kushti i dhéné éshté AA + BCB = DEED. Prej kétu, D = 1, B = 9 dhe E = 0.

Pasi gé numri katérshifrorééshté 1001, fitojmé se A = 2, C = 7. D.m.th numrat e kérkuar
jané: 22,979 dhe 1001.

Zgjidhje 9: 1: (35 — 75) = 36 nxénés.
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Zgjidhje 10: Eshté dhéné barazimi i shifruar: 3+ 1#s#s#s#% = %1, Pérfundojmé se numri i
kérkuar pérfundon me numrin 7, por edhe shifra e parafundit né anén e djathté té
barazimit éshté 7. Késhtu fitojmé: 3+ 1#*xx7 = sxxx71, Prej kétu shifra e parafundit e
numrit té kérkuar éshté5. Tani kemi: 3+1 *#*57 = #*%571. Me té menduar té ngjashém e
zbulojmé shifrén vijuese 8, dhe kemi: 3+1**857 = #x8571 e késhtu me radhé. Numri i
kérkuar éshté 142857. Me té vérteté, 3142857 = 428571.

Zgjidhje 11: 101999 -7 =1000...00-7 = 999...93, gjaté késaj rezultati ka gjithsej 1998 shifra
9. Shihet qarté se ky numér éshté i pjesétueshém me 3, dhe gjaté késaj 999..93 : 3 =
333...31. Numri i fundit nuk éshté i pjesétueshém me 9 sepse shuma e shifrave té tij nuk
éshté i pjesétueshém me 9, prandaj numri i dhéné nuk éshté i pjesétueshém me 27.

Zgjidhje 12: Pasi gé 3* = 9+9, duhet ta vértetojmé pjesétueshmériné me 9, pastaj numrin
e dhéné e pjesétojmé me 9 dhe té vértetohet kur herési i dhéné pérséri éshté i
pjesétueshém me 9

Té vérejmé se 102" — 1 = 1000 ...— 1 = 999 ... 99, ku ka gjithsej 2n néntéshe. Pasi gé
34=9:9dhe (10?"® — 1) : 9 = 111...11 (sakté 2n njéshe), pérfundojmé se numrat e
kérkuar n jané ata té formés n = 9k, k € N.

Zgjidhje 13: 120 : (320 — 260) = 2 minuta

Zgjidhje 14: Me 3 jané té pjesétueshém 33 numra mé té vegjél se 100, me 5 jané té
pjesétueshém 20 numra mé té vegjél se 100, e me 3 dhe 5 (gjegjésisht me 15) jané té
pjesétueshém 6 numra mé té vegjél se 100. Pasi qé 100 — (33 + 20— 6) =53, 53
pérfundojmeé se as me 3 as me 5 nuk jané té pjesétueshém sakté 53 numra mé té vegjél se
100.

Zgjidhje 15: Nga 6 Kkarrige kané patur (46 —4-10): 2 = 3 barka, e nga 4 karrige
10 — 3 = 7 barka.

Zgjidhje 16: Pasiqé 36 : (1— 2/5—3/5—2/5)=36:9/25=36 *25/9=100, pérfundojmé
se libri ka pasé 100 faqe.

Zgjidhje 17: Ato jané numrat: 219960, 719964 dhe 319668.

Zgjidhje 18: Duke shfrytézuar se numri éshté i pjesétueshém me 3 dhe me 4. Zgjidhjet
jané: 1991160, 1994460, 1997760, 1992264, 1995564, 1998864, 1990068, 1993368,
1996668 dhe 1999968.

Zgjidhje 19: Le té jené gjatésité e brinjéve x — 1, x dhe x + 1. Nga 4(x — 1+ x+x+ 1) =
= 60 fitohet 3x = 15. Brinjét jané té gjata 4 cm, 5 cm dhe 6 cm, pérkatésisht. Prej kétu kemi
se P = 2(5%6 + 5*4 + 6*4), gjegjésisht P = 148 cm?, derisa V=4*6*5, gjegjésisht
V=120 cm3.
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Zgjidhje 20: Sé bashku té treté kané patur gjithsej (32 + 102 + 100) : 2 = 117 kg. D.m.th
vici ka pasé 117 — 32 = 85 kg, cjapi 117 — 102 = 15 kg, e gqengji 117 — 100 = 17 kg.

Zgjidhje 21: 252,414, 666 dhe 828.
Zgjidhje 22: 262.

Zgjidhje 23: Ta shénojmé numrin e kérkuar me abc ku a, b dhe c, pérkatésisht, jané shifrat
e gindésheve, dhjetésheve dhe njésheve. Sipas kushtit, abc = 257 - q + 47 pér ndonjé q €
{1,2,3}. Kushti plotésuese a + b+ c =12 térheq se q = 2. Numri i kérkuar éshté
257 -2 + 47 = 561.

Zgjidhje 24: Sipas kushtit té detyrés, njéri nga numrat éshté10heré mé i madh se tjetri.
Nga kétu numri mé i vogél éshté i barabarté me 374 : (10 + 1) = 34, e mé i madhi éshté
340.

Zgjidhje 25: Numri A1996B éshté i pjesétueshém me 8 dhe 9. Nga pjesétueshméria me 8
rrjedh se mbarimi i tij treshifrorééshté 960 ose 968. Pjesétueshméria me 9 térheq se
numri A1996B éshté 219960 ose 319968. D.m.th zgjidhjetjané: A = 2, B = 0 dhe 4 = 3,
B = 8.

Zgjidhje 26: Nése numér té tillé zmadhojmé pér 1, numri i fituar éshté i pjesétueshém me
2, me 3, me 4 dhe me 5. Pasi qé SHVP(2,3,4,5) = 60, numrat e kérkuar jané té llojit
60k —1kuk € N,,.

Jobarazimi plotésues 100 < 60k — 1 < 200 éshté e plotésuar vetém pér k = 2 dhe k = 3.
Numrat e kérkuar jané 116 dhe 179.

Zgjidhje 27: Pasi qé SHVP(3,4,5,6,7) = 420, numri i kKérkuar éshté numri katérshifroré mé
i madh i formés 420k + 2, ku k € N,. Drejtpérdrejté provojmeé se pér k = 23 vlen 420k +
2 = 9662, derisa pér k = 24 vlen 420k + 2 = 10082. Sipas késaj, numri i kérkuar éshté
9662.

Zgjidhje 28: Nevojé dhe mjaftim pér numér té formés 11111.....1 té jeté i pjesétueshém me
11 éshté qé té keté numeér cift té shifrave. Nevojé dhe mjaftim pér pjesétueshméri me 3
éshté qé shuma e shifrave té jeté e pjesétueshme me 3. Numri mé i vogél me vetité e
theksuara éshté numri 111111.

Zgjidhje 29: Ta zbérthejmé 3024 né shumézues té thjeshté: 3024=2+2+2+2+3+3+:3+7.
Ana e majté e barazimit éshté prodhim nga katér numra té njépasnjéshém té ploté. Té
shénojmé se 2:2+2+2+3+3+3+7 = 6+7+8+9 = (-6)*(-7)*(-8)*(-9). Dhe késhtu, nga
shénimet (x — 2)(x —3)(x —4)(x—=5)=9:-8-7-6dhe(x —2)(x —3)(x —4)(x —5) =
=(-6)-(-7)-(-8)(-9), pérkatésisht, i fitojmé zgjidhjet e vetme x = 11 dhe x = - 4.
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Zgjidhje 30: Nga zbérthimi 8316 = 22:33+7+11 pérfundojmé se numri i kérkuar éshté
3:7+11=231.Késhtuqé 8316-231 =2%2-3%3-7-11-3-7-11=(2-3%2-7-11)% =
= 13862

Zgjidhje 31: Ka dy mundési pér prodhimin: 77777 ose 777777. Né rastin e paré, nga
zbérthimi 77777 = 7+41+271, pérfundojmé se zgjidhje e vetme éshté 287271 =77777.
Né rastin e dyté nuk ka zgjidhje.

Zgjidhje 32: Ti shénojmé me m, n dhe p, pérkatésisht, numrin e kabinave me 2, 3 dhe 4
shtretér. Atéheré 2m + 3n + 4p = 84. Prej kétu 3n éshté numér ¢ift. D.m.th, n éshté
numér cif.

Zgjidhje 33: Shtréngimi i dorés éshté relacion simetrik. Né ¢do shtréngim dore marrin
pjesé dy persona, gjegjésisht ¢do shtréngim dore e shton numrin e pérgjithshém té
shtréngim dore pér dy. D,m.th, numri i pérgjithshém i shtréngim duarve, té cilén e kané
béré té gjithé njerézit pérheré deri tani né kété moment, éshté numér cift. Pér shkak té
késaj numri i njerézve té cilét né numeér tek heré jané pérshéndetur me doré shtréngim,
me siguri éshté numér cift.

Zgiidhje 34: (63 — 37 — 10 — 6) : 2 = 5 vjet.

Zgjidhje 35: Ka katér vargje té tilla: 1, 4, 5,9, 14, 23,37; 4, 1,5, 6,11, 17,28; 2, 3, 5, 8, 13,
21,34;dhe 3,2,7,9, 16, 25,41.

Zgjidhje 36: (450 — 2*15) : (15 + 20) = 12 dité.

Zgjidhje 37: Nga kushti a =4k + 2 =5s + 2, ku k,s € N, rrjedh se 4k = 5s. D.m.th
k = 5n pér ndonjé n € N,. Prej kétu, numri i kérkuar aéshté numri mé i vogél i formés
20n + 2,n € Ny, i cili éshté i pjesétueshém me 6. Ky éshté numri 42.

Zgjidhje 38: Drejtpérdrejté provojmé se numri mé i vogél natyroré i shénuar vetém me
dyshe i cili éshté shuméfish i 814 éshté numri 222222. Sepse 222222 : 814 = 273, numri
i kérkuar éshtée 273.

Zgjidhje 39: ¢do lidhje e dy telefonave siguron dy lidhje direkte. Sipas kushtit, numri i
pérgjithshém i lidhjeve direkte duhet té jeté 19957, qééshté numér tek (jo ¢ift). D.m.th
lidhja e pérshkruar nuk éshté e mundur.

Zgjidhje 40: Le té jeté gjatésia e drejtkéndéshit 4x. Atéheré gjerésia éshté 3x. Pasi qé
syprina P= 4x+3x = 108, fitojmé se 12x2 = 108, gjegjésisht x = 3. D.m.th gjatésia éshté
12 cm, e gjerésia 9 cm. Perimetri éshté 42 cm.
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Zgjidhje 41: Katrori i preré ka brinjé té gjaté 9 cm, e brinjét e drejtkéndéshit té preré jané
9 cm dhe 7 cm (pse?). Prej kétu, brinja e letrés éshté (9 + 7) cm. Syprina e kérkuar éshté
256 cm?.

Zgjidhje 42: Le té jeté a = 29 cm, b = 27 cm dhe t, = CC; = 26 cm. Le té jeté D piké
kolineare me C dhe C;, ashtu qé CD = 2t,. Atéheré A AC,;C = BC,D dhe A AC,;D = BC,C
(pasi q¢ AC; = ;B = ,CC; = (1D = t dhe AC,C = DCyB). D.m.th katérkéndéshi ADBC

P 2P
éshté paralelogram. Pér kété syprina e kérkuar éshté P, pp = —842BC = = A4DC —

2 2
= Pyapc = /5(s — a)(s — b)(s — 2t.) ku
Fitojmeé sePp 4pc = V5427 - 252 = 270 cm?.

a+b+2tc =S54 cm

2

Zgjidhje 43: Pasi qé perimetrat e katrorit dhe drejtkéndéshit jané té barabarta, gjatésia e
brinjés té katrorit éshté 50 cm. D.m.th syprina e katrorit 2500 cm?.

Zgjidhje 44: Nése a éshté baza, e b krahu i trekéndéshit. Sipas kushtit a + 2b = 64 dhe
b — a = 11. Me mbledhje té kétyre barazimeve fitojmé 3b = 75, dhe nga kétu b = 25 cm.
Rrjedh se a = 14 cm. Nga teorema e Pitagorés pér lartésiné té léshuar né bazé fitojmé

/ =1625—49 = 24 cm,

Dhe syprina e trekéndéshit éshté P = — = 168 cm?.

170



DORACAK NGA MATEMATIKA PER NXENES TE KLASES SE VI, VIII DHE IX-TE
DHE PER ARSIMTARET E TYRE

Zgjidhje 45: Ti shénojmé gjatésité (né centimetra) té brinjéve té drejtkéndéshave té
fituar. Atéheré, a-.c= 144, b-c= 96 dhe b-d = 96. Me shumézim té barazimit té treté dhe
té paré, fitojmé a-c:b-d = 144 - 96. Pasi qé b-c = 48, kemi a-d = 288. D.m.th syprina e
katrorit éshté 144 + 48 + 96 + 288 = 576 cm?, e brinja éshté 24 cm.

ad 96 d
144 48 c
a b

Zgjidhje 46: Ta shénojmé vijén e mesme té trapezit me MN, e prerjen e MN dhe diagonalen
AC me S. Sipas kushtit té detyrés, MS = 2 cm dhe SN = 5 cm. Pasi qé MS éshté vijé e
mesme pér trekéndéshin ACD, kemi se DC = 2+ MS = 4 cm. Ngjashém
AB =2-SN =10 cm.
a) Perimetri i trapezit éshté L = 26 cm.

10—4

b) Le té jeté DE lartésia e trapezit e léshuar né bazé. Atéheré AE = —— = 3 cm. D.m.th

AAED éshté kénddrejté me katete 6 cm dhe 3 cm, qé térheq se EAD = 60° dhe
ADC = 180° — 60° = 120°.

D C

S\
T\,

E

Zgjidhje 47: Me shenjat e foto. 2, perimetri mé i vogél i drejtkéndéshit éshté 20 + 2x, e
perimetri mé i madhéshté 20 + 20 — 2x. Nga kushti i detyrés fitojmé barazimin
2(40 — 2x) = 3(20 + 2x), zgjidhja e té cilit éshté x = 2 cm. Perimetrat e kérkuar jané
24 cm dhe 36 cm.

Zgjidhje 48: Ta shqyrtojmé trekéndéshin kénddrejté AED ku E éshté pika e fundit e
lartésisé té léshuar nga kulmi D. Nga ajo se EAD = a = 60° rrjedh se AED = 30°, prandaj

c

AE ===10,75 dm. Pasi qé trapezi éshté barakrahés, kemi a = b + 2AE, gjegjésisht

2
.. e 3,7+2,2
b = 2,2 dm. Késhtu fitojmé se m = azib = ;

= 2,95 dm.

Zgjidhje 49: P = 25 cm?2.
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Zgjidhje 50: Le té jeté a = 15 cm, b = 14 cm dhe ¢ = 13 cm. Syprina e trekéndéshit éshté
P=\s(s—a)(s—b)(s—c)=+V21-6-7-8=84cm2
Le té jeté S gendra e vijés rrethore té theksuar dhe r éshté rrezja e tij. Atéheré

P = Py aps + Pasge = 4 %, gjegjésisht 84 = 14r. Rrjedhser = 6 cm.

2
C
A
i
‘r
A 13 B
Zgjidhje 51:

a) Perimetér mé té vogél té mundshém ka katrori me brinjé 30 cm.
b) Perimetér mé té madh té mundur ka drejtkéndéshi me dimensione 3 cm dhe 300 cm.

Zgjidhje 52: Le té jené a > b dy brinjé fqinje té drejtkéndéshit. Atéheré %: 4 +g,
gjegjésisht a = 8 + b. Gjaté késaj 2a + 2b = 56, gjegjésisht a + b = 28. Prej kétu fitohet
8 + 2b = 28, prandaj b = 10 cm. D.m.th a = 18 cm, e syprina éshté P = 180 cm?.

Zgjidhje 53: Shihet qarté se njéra brinjé e drejtkéndéshit éshté dy heré mé e gjaté se tjetra.
Nése gjatésia e brinjés mé té vogél e shénojmé me x, nga kushti i detyrés rrjedh se x = 16
cm. D.m.th perimetri i drejtkéndéshit éshté pér 32 cm mé i madh se perimetri i njérit nga
katrorét.

Zgjidhje 54: Djali dhe vajza mund té dalin né kat té njéjté ose né kate té ndryshme. Né
rastin e paré kemi 5 ményra té ndryshme. (Djali dhe vajza dalin né njérin nga 5 katet.) Né
rastin e dyté ashensori mund té zbrazet né 5+4 ményra. D.m.th gjithsej ka 25 ményra.
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Zgjidhje 55:

a) Fillimisht i renditim monistrat e bardhé. Ata té gjithé jané identik prandaj ekziston
vetém njé radhitje. Ndérmjet dy té zgjedhur monistra té bardhé, radhitja e njé té verdhe,
njé té kaltér dhe njé té kuge mund té béhet né6 ményra. Pér shkak té kushtit ¢do katér
monistra té njépasnjéshém té jené me ngjyré té ndryshme, kjo renditje e zgjedhur éshté
e njéjté pér té gjitha treshet e mbetura nga e verdha, kaltra dhe e kugja ndérmjet dy
monistrave té njépasnjéshém té bardhé. Duke e pasur parasysh edhe mundésiné pér
rrotullimin e gjerdanit pér 180°, numri i gjerdaneve té ndryshme éshté 6 : 2=3.

b) Pérgjigja éshté e njéjté si nén a), sepse numri i katérsheve té njépasnjéshme monistra
nuk e rrit numrin e mundésive té ndryshme.

Zgjidhje 56: Shuma e shifrave té secilit nga numrat e kérkuar duhet té jeté 9 (sepse 3+
3+ 3 + 3 < 18). Numra té kétillé ka 16. Gjegjésisht 12 prej tyre jané shénuar me shifrat:
1, 2,3 dhe 3 (né ndonjé rend), e 4 prej tyre jané shénuar me shifrat 2, 2, 2 dhe 3 (né ndonjé
renditje).

Zgjidhje 57: Personit té paré mund ti japim 2 gjésende né g = 45 ményra. Nga 8
gjésendet e tjera té mbetura, personit té dyté mund té japim 3 gjésende né 876 _ 56

3-2-1
meényra. Personi i treté do ti merr 4 gjésendet e mbetura. Secili nga 45 ményrave nga
ndarja e paré mundet té kombinohet me vullnet me secilin nga 56 ményrat té ndarjes sé
dyté, prandaj numri i pérgjithshém i mundésive éshté: 45+56 =2520.

1

ey .1 9 v ] e e .1 9
—g]—]—: T Ty . —_—— T —
Zgjidhje 58: Kur Ema ka marré m ka mbetur o © émbélsirés. Sara ka marré 5'10= 10

e émbélsirés, e Hava 3 ¢ 10 gjegjésisht — émbélsirés. Né ményré té ngjashme

pérfundojmé se Ina dhe Gazi kané marré nga — e kulacit. Pér Artiolen dhe fémijét e saj

ka ngelé gjysma e kulagit.

Zgjidhje 59: Nga kushti i fitojmé barazimet b + ¢ = 2 at+c= > dhe a+b= 2, Me

2’ 6 3
mbledhje té kétyre tre barazimeve dhe pjesétim me 2 fitojmé se a + b + ¢ = 7. D.m.th
5 9 59 17 5 16
a—7—§—§,b—7—?——? dhe C—7—§—?.

Zgjidhje 60: Pasi qé % nga molla dhe 1% nga dardhat peshojné 60 kilogram, kemi se 2

8
mollé dhe 19—0 dardha peshojné 180 kilogram. D.m.th % mollé kané masé té njéjté me %

dardha. Prej kétu del se né shitore nga fillimi ka pasé 80 kilogram mollé dhe 100 kilogram
dardha.

Zgiidhje 61: a) 8*(18 + 5) = 184 km B) 8*(18 — 5) = 104 km
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Zgjidhje 62: E para éshté e gjaté 153 cm, e dyta éshté e gjaté 259 cm.

Zgjidhje  63: (700 + 740 + 760 + 800) : 3 =1000. Libri i paré kushton
1000 — 700 = 300 denaré, i dyti 1000 — 740 = 260 denaré, I treti 1000 — 760 = 240
denaré dhe i katérti 1000 — 800 = 200 denareé.

Zgjidhje 64: Né 420 gramé tretje ka patur 420+ 0,2 = 84 gram kripé. Né tretjen e re né 300
gram kjo kripé paraqet pjesé té 84 : 300 = 0,28. D.m.th, tani ka 300 gram tretje me 28 %
kripé..

Zgjidhje 65: Rrushi i thaté fitohet me avullim té ujit nga rrushi i freskét. Sasia e té
ashtuquajturés ,materie e thaté“ ngel e pandryshuar. Nga rrushi thaté ,materia e thaté“

pérbéjné 88 %. D.m.th nevojiten 16+0,88 : 0,20 = 70,4 kilogram rrush té freskét.

Zgjidhje 66: Le té jeté syprina e arés (né hektaré) e shénuar me x. Ditén e paré traktoristi
ka lévruar 7/10 x, ditén e dyté ka lévruar 7/5*3/10 x =9/50 x, e ditén e treté ka lévruar
x—=7/10x —9/50 x =6/50 x. Pasiqé 9/50 x — 6/50 x = 11,2, fitojmé se x =186 2/3.

Zgjidhje 67: Té shénojmé me x numrin e punétoréve plotésues. Atéheré kemi
x:44=(20—-4): (20 —4 —5), prej ku fitohet se x = 64.

Zgjidhje 68: Nése né ato gjashté klasé ka n nxénés, atéheré né klasat tjera ka pér 0,15n mé
shumé. Pasi qé 0,15n éshté numér i ploté, n éshté i pjesétueshém me 20 (gjegjésisht
0,15=3/20). Nga ana tjetér, n éshté i pjesétueshém me 6 (pér shkak té numrit té njéjté té
nxénésve né ato gjashté klasé). D.m.th n éshté i pjesétueshém me 60. Pasi qé n éshté
numér mé i madh se 150 dhe mé i vogél se 200, numri éshté180. Né shkollé ka 387 nxénés.

Zgjidhje 69: E sigurté éshté se Serjani génjen: gjegjésisht, nése deklarata e saj éshté e
sakté, atéheré deklarata e Anikés éshté jo e vérteté, nga ¢cka do té rrjedhé se Bibi nuk
génjen, dhe atéheré deklarata e Serjanit do té ishte jo e sakté. Pasi Serjani génjen, Bibi nuk
génjen. D.m.th se deklarata e Anikés éshté jo e vérteté.

Zgjidhje 70: Nga 1 janar deri 1 prill ka ose 90 dité ose 91 dité, varésisht nga ajo a éshté viti
i vecanté ose jo. Nése 1 janari dhe 1 prilli kané gené té enjten, atéheré numri i numri i
ditéve ndérmjet kétyre datave ka qené i pjesétueshém me 7. D.m.th béhet fjalé pér numrin
91, e viti ka gené jo i réndomté. Secili vit jo i réndomté ka 52 javé edhe 2 dité. Pasi qé 2
janari ka gené té premten, kjo do té thoté se né até vit jo té réndomté ka pasé 53 té premte,
e secili muaj ka pasé 4 ose 5 té premte. D.m.th 5 muaj kané patur nga 5 té premte, e 7 muaj
kané patur nga 4 té premte.
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Zgjidhje 71: Jolanda ditén e paré té muajit e ka kaluar né Paris, sepse nése ajo e marté nuk
éshté dita e paré né muaj, atéheré ajo éshté e marteja e paré pas té hénés sé paré. Atéheré
Jolanda do té ishte njékohésisht edhe né Paris edhe né Florida, gjé qé nuk éshté e mundur.
Ditén e paré nga muaji i ardhshém Jolanda ka gené né Beograd. Dm.th, dy muaj té
njépasnjéshém fillojné me té marté gjegjésisht e mérkuré, gé éshté e mundur vetém nése
i pari nga ata dy muaj ka 29 dité. Prej kétu pérfundojmé se viti ka gené i pérjashtuar, dhe
se 1 marsi ka gené e mérkuré. D.m.th, Jolanda e ka kaluar 8 marsin né Venedik (e mérkura
e paré pas té martés sé paré).

Zgjidhje 72: 4 mace gjuajné 4 mijé pér 4 dité, e 25 heré mé shumé mace (100 mace) pér
numeér té njéjté ditésh gjuajné 25 heré mé shumé (gjegjésisht 100) minj. Pérgjigje éshté
pér 4 dité.

Zgjidhje 73: E mbushim tenxheren mé té vogél (prej 7 litrash) dhe e kthejmé né mé té
madhen (prej 11 litrash). Pérséri e mbushim tenxheren mé té vogél dhe nga ajo e
rimbushim tenxheren mé té madhe. Késhtu né tenxheren e vogél ngelin 3 litra ujé. Até sasi
e derdhim né fuqiné, e zbrazim tenxheren e madhe dhe téré procedurén e pérsérisim edhe
njé heré.

Zgjidhje 74: Nga kushti rrjedh se %,8 éshté kénd i drejté, gjegjésisht %ﬁ = 90°. Prej kétu
B = 135° dhe a = 450°.

Zgjidhje 75: Le té jeté brinja e rombit AB = AD = a, e diagonalet me AC = d; dhe

a2d 2

BD = d,. Atéheré vlejné barazimet R = dhe = 2 . Nése me P e shénojmé
4PAABC 4PpaBD

syprinén e rombit, atéheré Py 5. = lP dhe Pyapp = P prandaj R = ==L dher = zzz'

prej ku fitohet se d; = ZP;R dhe d, = i. Me zévendésim té dy barazimeve té fundit né

2

P= 12d2 fitohet P=4§afr, gjegjésisht a* = 2PRr. Késhtu a? = V2PRr, prandaj

2PR 2PR 2PR 2Pr
d, = N e dhe d, = N . Me zévendésim té dy barazimeve té fundit
2
né d? + d3 = 4a? kemi 2 (PT I;T) 4+/2PRr, prej ku me fugizim fitohet P? ( R) =
= 8PRr, gjegjésisht P =~
)

Zgjidhje 76: Nga 9 pjesé té barabarta né segmentin MN, segmenti i paré pérmban 2 pjesé,
idyti 3 dhe i treti 4. Nga mesi i segmentit té paré deri te mesi i segmentit té treté ka 6 pjesé
té tilla me gjithsejté gjatési 30 cm. D.m.th, e nénta nga gjatésia e segmentit MN éshté 5 cm,
dhe késhtu gjatésia e segmentit MN éshté sakté 45 cm.

Zgjidhje 77: BC=2 cm, AP=4 cm, MN=1 cm.
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Zgjidhje 78: Rombi AECF le té keté brinjé x. Késhtu, AE = x dhe EB = 16 — x. Pasi qé
ABCD éshté drejtkéndésh, trekéndéshi EBC éshté kénddrejté. Sipas teoremés sé
Pitagorés kemi
EC? = EB? + BC?, T.e.x? = 122 + (16 — x)2.
Barazimi i fundit mund té shénohet né formé
x? = 144 + 256 — 32x + x?,

Prej ku fitojmé 32x = 400, gjegjésisht x = 22—5

Do ti pérdorim syprinat e drejtkéndéshit, rombit dhe trekéndéshit EBC. Pasi qé
EB =16 — 22—5 = %, syprina e rombit éshté gjysma e prodhimit té diagonaleve té tij, fitojmé:
2EF- AC = AB-BC — 25EB - BC,5EF - 20 = 1612 — 2+ 12,5 EF - 20 = 190 — 42.
Nga barazimi i fundit rrjedh se EF = 15 cm.

D 16 C
x
M
x 16-x
A 16 E B

Zgjidhje 79: Pasi qé a = 180° — 8, kemi (180° — ) — 8 = 56°. D.m.th = 62° dhe
y = 28°.

Zgjidhje 80: Gjatésité e kateteve té trekéndéshit jané 12 cm dhe 16 cm, e hipotenuza éshté

20 cm. Rrezja e rrethit té jashtéshkruar éshté R = % = 10 cm, e syprina P = 1007w cm?.
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Zgjidhje 81: Trekéndéshi BCE éshté barakrahés kénddrejté, prandaj CE = BE =2 m.

Giaté kesaj AF =4—Z, DE=4+VZ Dmth AD= [(4—V2) +(4+V2) =
V16-8V2+2+16+8V2+2=V32+4=6m

4m

Zgjidhje 82: Pasi gé njé e dymbédhjeta e kéndit té rrafshtééshté 15°, pér kéndin a kemi se
a = 5+15° = 75° Kéndi komplementaré i « éshté 15°.

Déshmi 83: Le té jeté O gqendér e simetrisé té shumékéndéshit té rregullt (shih vizatimin).
Nga ngjashméria e trekéndéshave barakrahés 0A;A4,, 0A,A;,..., 0A, A, fitojmé se edhe
lartésité e tyre té léshuara nga kulmi O jané té barabarta, dhe shtrihen né vijé rrethore té
njéjté me gendér né 0. Ajo éshté vija rrethore e jashtéshkruar né shumékéndésh.

Zgjidhje 84: Kéndi i kérkuar éshté 90°30’.
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Zgjidhje 85: Pasi qé AABC éshté kénddrejté, vija rrethore éshté jashtéshkruar rreth tij dhe
gendra e tij shtrihet né mes té hipotenuzés BC. Nga teorema e Pitagorés kemi se

BC = V6% + 82 =10 cm. D.m.th, rrezja e vijés rrethore éshté r =5 cm, e syprina e
kérkuar éshté P = 257 cm?2.

Zgiidhje 86: Nga a + 8 = 90° kemi (180° — @) + (180° — ) = 360 — (a + B) = 270°.

Zgjidhje 87: Le té jené sekantat AB = 9 cm dhe AC = 17 cm dhe pikét e tyre té mesit jané
M dhe N, pérkatésisht. Segmenti MN éshté vijé e mesme né trekéndéshin ABC, prandaj

N = %, gjegjésisht BC = 10 cm. Sipas formulés sé Heronit, Pyspc = 36 cm?2. Nga kétu

abc _ 9-10-117 _ 85
B

~ X

4P T 436 8

Zgjidhje 88: Pasi qé dy kénde suplementare ¢ dhe 6 kané kénde komplementare, béhet
fjalé pér kénde té drejta. D.m.th: ¢ = § = 90°dhe a = = 0°.

178



DORACAK NGA MATEMATIKA PER NXENES TE KLASES SE VI, VIII DHE IX-TE
DHE PER ARSIMTARET E TYRE

Zgjidhje 89: Le té jeté né katrorin ABCD i brendashkruar katrori MNPQ ashtu qgé
AM:MB =2:3=k. Nga AM =2k dhe MB =3k Fitojmé se AB =a =5k dhe
a? _ 25k* 25

— _ > > _ > D . . . P _a* 25
MN =a, = \/(3k) + (2k)2 = V13k?2. Pérraportin e syprinave kemi a3l 13

D__F C

N

M B

Zgjidhje 90: Le té jeté AD = ¢ = 8 dhe DE = x ku E éshté prerja (vazhdimet e) krahéve
té trapezit.

Nga ngjashméria e AABE ADCE kemi 5 w. Nga kétu x = 12. Sipas kushtit té detyrés

15 8
AEB = 90. Duke e zbatuar teoremén e Pitagorés pér trekéndésh kénddrejté ADCE, fitojmé
se CE = 9. Ngjashém, pér trekéndéshin kénddrejté AABE kemi BE = 15. Prej kétu
BC = 6. Perimetri i trapezit éshté L =54. Pér syprinén e trapezit fitojmé

P:PABE_PDCE:150_54:96'

Zgjidhje 91: Sipas kushtit, (180 — @) — a = @ — (90° — a). Prej kétu a = 67°30'.

Zgjidhje 92: Sipas teoremés sé Pitagorés, AC = V82 + 62 = 10 cm. Nga formula P = rs pér
rrezet té vijave rrethore té brendashkruar del se jané r = 2 cm. Katérkéndéshi NMQP
éshté trapez kénddrejté, ku me P dhe @ jané shénuar gendrat e vijave rrethore té
brendashkruar, e me N dhe M jané shénuar projektimet normale té tyre né brinjén AB,

pérkatésisht. Nga kétu PQ = V42 + 22 = 2+/5 cm.
D C
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Zgjidhje 93: Nése trekéndéshi éshté kénddrejté, atéheré shuma € kéndeve té ngushté té
tij té brendshém éshté e barabarté me kéndin e treté(té drejté)gjegjésisht, njé kénd i
ngushté éshté e barabarté né ndryshimin e kéndit té drejté dhe kéndit tjetér té ngushté.
E kundérta, le té vlejé a = f +y. Pasi qé a + (8 +y) = 180°, kemi se a + a = 180°,
gjegjésisht kéndi a = 90°. Rrjedh se trekéndéshi éshté kénddrejté, Nése a = f — v,
atéheré a + y = B, dhe siné rastin paraprak, pérdéftojmé se g = 90°.

2 2

Zgjidhje 94: E njohur éshté se (%) + (%) = a?, prej ku d? + d5 = 4a?. Pasi qé h = 2r,
dl'dZ

2
kushtit té detyrés kemi 6a = d; + d,. Me fuqizim né katroré té barazimit dhe me

zévendésim té d, - d, = 4ar fitohet 4a? — ar = 0, gjegjésisht a(4a — r) = 0. Prej kétu,
a="

pér syprinén e rombit vlen barazimi = a - 2r, prej ku fitohet se d; - d, = 4ar. Prej

Zgjidhje 95: Kéndi BKA éshté suplementaré me kéndin ABKC, dhe sipas késaj
ZBKA = 110°. Si kénd i jashtém pér trekéndéshin ABK (shih vizatimin) 4BKC = « +§

dhe prej kétu a = 70° — £. Ngjashém, £4BKA éshté kénd i jashtém i trekéndéshit BCK,
prandaj y = 110° — g Sipas késajy —a = 110° — g — (70° — g) = 40°.
C
K
B
a 2
A B
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Zgjidhje 96: Le té jeté E piké e vazhdimit té AB (népérmjet kulmit B) ashtu qé BE = b.
Atéheré BECD éshté paralelogram dhe CE = d,. Té shénojmé se syprina e trapezit éshté
e barabarté me syprinén e trekéndéshit AEC. Pasi qé na jané té njohura té gjitha brinjét e
trekéndéshit AAEC (ato jané a + b, d; dhe d,), syprina e tij mund ta njehsohet me

21417410 _ 24, prandaj Pygep = Pauge = V243714 =

formulén e Heronit. Kemi s = 3

= 84 cm?.

Db C

Zgjidhje 97: Le té jeté aq + f; = 270°. Pasi qé a; = f +y dhe f; = a +y, fitojmé se
a,+B1 =B +y+a)+y=180°+y, gjegjésisht 270° = 180° + y . Prej kétuy = 90°.

Zgjidhje 98:
Ményra e paré: Ta shénojmeé prerjen e diagonaleve me S. Atéheré AABS éshté barakrahés
dhe kénddrejté dhe me lartési SM = x. Nga teorema e Euklidit rrjedh x? = AM - MB,

gjegjésisht x = 10 cm. Né ményré analoge prej ACDS fitohet se y =SN =6 cm.
(20+12)-16

Definitivisht, h = x + y = 16 cm, prandaj P = > = 256 cm?2.
D Nb&C
Y
C h - C
T
7]
A E Mo B

Ményra e dyté: Népér pikén C té térheqim drejtéz paralele me BD deri te prerja e E me
vazhdimin e AB. Atéheré BECD éshté paralelogram, e AAEC éshté barakrahés kénddrejté
me hipotenuzé AE = 32 cm.

2
Sipas teoremés sé Euklidit, h? = (%) , gjegjésisht h = 16 cm. Pér syprinén e trapezit

(20+12)-16

kemi P = >

= 256 cm?.
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Zgjidhje 99: Le té jené simetralet e kéndeve té brendshme a dhe f té trekéndéshit ABC té
preré né pikén O (shih vizatimin) dhe «A0B = 135°. Nga teorema e shumés sé kéndeve

té brendshme té trekéndéshit AOB fitojmé %+ g + 135° = 180°. Nga kjo, a + = 90°.
Rrjedh se y = 90°.

135°

A B

Zgjidhje 100: Trekéndéshi karakteristik (shih vizatim) pér tridhjetékéndésh té rregullt

33680 = 12° dhe AB = 6 cm. Diagonalja

mé e gjaté e tridhjetékéndéshit té rregullt ka gjatési té barabarté me diametrin e rrethit
té jashté shkruar, gjegjésisht

me brinjé a = 6 cm éshté AABO pér té cilin AOB =

B _
d=2R=2E=2-%=‘,4—BOz57,4cm.

Zgjidhje 101: Nése ABC éshté trekéndéshi i dhéné me kéndin @ = 75° dhe nése D éshté
piké né brinjén BC ashtu qé trekéndéshat ABD dhe ACD jané barakrahés.
C

A B B

Ka dy mundési: AD = BD dhe AC = CD (fotoja lart majtas), ose AC = AD = BD (foto lart
djathté). Ti shénojmé me x dhe y, pérkatésisht, kéndet e njéjta té trekéndéshave
barakrahés. Edhe né té dy rastet, y éshté kénd i jashtém né kulmin e trekéndéshit
barakrahés ABD, pér até shkak y = 2x. Né rastin e paré, x +y = 75° gjegjésisht
x = 25° e kéndet né trekéndéshin ABC jané: o = 75°, [ = 25° y = 80° Né rastin e dyté¢,
x +y + 75° =180° prej ku x = 35° e kéndet e trekéndéshit ABC jané: a« = 75°, f = 35°,
y =70°.
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Zgjidhje 102: Do ti shqyrtojmé tre rastet e mundshme.
Rasti i paré: Qendra e vijés rrethore shtrihet né lartésiné CD té trekéndéshit ABC.

Té shénojmé AB = a, AC = b, A0 = R. Atéheré AD = 2, AADC dhe AADO jané kénddrejté,

a

- 2 2
prandaj teorema e Pitagorés jep CD? =b2—(g) dhe R?= (E) + 0D2. Pasi qé

0D =CD — CO = CD — R, kemi R? = (%)2 +b? — (g)2 — 2R /bz - (g)2 + R2, gjegjésisht

2

Rasti dyté: Qendra e vijés rrethore shtrihet né vazhdim té lartésisé CD nga trekéndéshi
a

ABC. Té shénojmé AB = a, AC = b, AO = R. Atéheré AD = ~ AADC dhe AADO jané

a

2 .
2) =0, prejkuR =

b? — 2R b2—(

a

__ 2 2 ___
kénddrejté, prandaj Teorema e Pitagorés jep CD? = b? — (E) dhe R? = (%) + OD?. Pasi
2 2 2
s AR AR — b 71 . 2 _ (@ 2 _ 2_ (2 2_ (2
q¢ 0D=C0-CD=R-CD, kemi R?=(3) +R?-2R b 5) +v2-(5)
2 2
gjegjésisht b? — 2R /bz — (%) = 0, og kaZe mTo R = b—z.
2Jp2-(3)

Rasti i treté: Qendra e vijés rrethore shtrihet né bazén AB, gjegjésisht R = g

2

Té theksojmé se rrezja e rrethit té jashtéshkruar mund té caktohet edhe me ndihmén e
2

. ab” . .
formulés R = -7, nése pér P shfrytézohet formula e Heronit.

Zgjidhje 103: (mbetja quhet ARBELOS gé né pérkthim do té thoté thika e képucétarit)

Pasi qé r; + 1, = R, me ngritje né katroré té barazimit fitohet rZ + 2ry7, + 2 = R2.
Syprina e mbetjes éshté ndryshimi ndérmjet syprinés té gjysmérrethit dhe shumeés sé
R*n (r%n+r%n

syprinave té dy gjysmérrathéve: P =—— >

> ) = %(R2 — 12 —1f) = N1y

Fitojmé se P = 21m cm?2.
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Zgjidhje 104: Trekéndéshat AKM dhe MQA kané brinjé té barabarta, prandaj AAKM =
AMQA. Ngjashém, AMPC = ACLM dhe AABC = ACDA. Prej kétu

PQMLD = Ppacp — PAAMQ — Pamcr = Paasc — Prakm — Pampc = Prppm-

Zgjidhje 105: Nése shumékéndéshi ka n brinjé, kénd té brendshém a dhe brinjé a. Ti
térheqim simetralet té kéndeve té brendshme te y si brinjé fqinje, pér shembull, A; dhe
A,, dhe ta shénojmé prerjen me O (sepse a < 180, simetralet priten né brendi té

shumékéndéshit). Atéheré 0A;A, = 0A,A; = %, trekéndéshi OA;A, éshté barakrahés.
Nése 0, éshté prerje e simetraleve té kéndeve A;4,A; dhe A,A3;A,. Pikat O dhe 0;
shtrihen né simetralen e A; A, A5.

Pasi qé A;A, = A,A; dhe 0A;A, = 0A,A; = 0A,A; = 0A3A, = %, fitojmeé se AOA,A, =
0,A,A3, prandaj del se 04, = 0,4, dhe nga kétu O = 0,. D.m.th simetralet e kéndeve te
Ay, A, dhe A5 priten né njé piké O, dhe OA; = 0,4, = OA3z. Duke menduar né kété
ményré, pérfundojmé se simetralet e té gjitha kéndeve té brendshme té shumékéndéshit
priten né O dhe 0A; = 0,4, = 0A; = --- = 0A,. D.m.th kulmet 4,, A,,.., A,, shtrihen né
vijé rrethore me rreze R = 0A; dhe gendér né 0. Kjo éshté vija rrethore e kérkuar e
jashtéshkruar rreth shumékéndéshit.
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Zgjidhje 106: Sipas kushtit té detyrés,
Pager = ot = 216 cm?.

Ti shénojmé me M, N piképrerjet e GE me brinjét AF, DF, pérkatésisht. Syprina e kérkuar
éshté P = Pycgr — Paymr- D-m.th ngel té caktojmé syprinén e trekéndéshit NMF .

Pasi trekéndéshat ABF dhe AEM jané té ngjashém, % = = %. Nga

kétu EM = 12 cm. Né ményré analoge,nga ngjashmeéria e trekéndéshave DFC dhe DNG,

fitohet se GN = 12 cm. D.m.th MN = 36 — 2 - 12 = 12 cm. Definitivisht Pyyyr = % =

72 sz, e P = PAGEF - PANMF = 216 - 72 = 14‘4‘ sz.

AE o oissisht 36
Epp 81€8IeSISt 73

D

Zgjidhje 107: Nése AB =a dhe CD = b ashtu qé a:b=1:5, gjegjésisht b = 5a. Nga
ngjashméria e trekéndéshave ABO dhe CDO kemi Pyapo : Pacpo = a® : b%. Ashtu qé
Paago : Pacpo = a? : 25a%, qé térheq se Pycpo = 25Paapo. Sipas kushtit té detyrés,
Paggo + Pacpo = 120. D.m.th Ppypo + 25Py4p0 = 120, prej ku fitojmé Pyypo = 4,62 cm?.

Késhtu PACDO = 115,38 cm?.

D
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Zgjidhje 108: Nga barazimi 44AE = 3AD fitojmé AE = %E. Ekzistojné pika M dhe N né AE

ashtu q¢ AM = MN = NE = ED. T’i térheqim drejtézat népér M, N dhe D qé jané paralele me
BF. Késhtu brinja AC éshté ndaré né pesé pjesé té barabarta, ku CF : CA = 2 : 5. Nése éshté AH
lartésia e AABC, atéheré nga ngjashmeéria e trekéndéshave kénddrejté AACH dhe AECG kemi

AH : FG = AC : FC =5 : 2, gjegjésisht FG = %E Sipas késaj,

1l=— — 2 1=— — 2 3 2
PABCFZE C'Fng'E C'AHzgpAABC-D-m-th;PAABF:gpAABcdhEPABCFzgpAABF-
A

’ »
B H D G

Zgjidhje 109: 11 cm.
Zgjidhje 110: Pér 11 ditét e para do té kalojé 11(5—4) =11 m. Gjaté dités sé

dymbédhjeté do t'i kalojé 4 m mbetura deri né majé. D.m.th kérmilli do té ngjitet né majé
té drurit pér 12 dité.

7
Zgjidhje 111: (90:2)-2-(90 :2) : 100 - 32 = 4032 kg misér.
4) 8 4
Zgjidhje 112: Baza ka gjatési (26 —3-2) : 4 =5 cm, e krahu 7 cm.

Zgjidhje 113: CD = (2*24 —32) : 2 = 8 cm.

Zgjidhje 114: Gjithsej 10. Nése jané ato pikat A, B, C, D dhe E, atéheré trekéndéshat jané:
ABC, ABD, ABE, ACD, ACE, ADE, BCD, BCE, BDE dhe CDE.

Zgjidhje 115: Né kub me tehun 1 m ka 1000000000 kube me teh 1mm. Lartésia e shtyllés
do té jeté 1000 kilometra.

Zgjidhje 116: Bisektrisa e kéndit té jashtém éshté normale né bisektrisén e kéndit té
brendshém, gjegjésisht né lartésiné té léshuar né bazé té atij trekéndéshi barakrahés.
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