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ВОВЕД 

 

 

Математичките знаења, вештини и компетенции се утврдени како дел од клучните 

компетенции за личен развој, за активно граѓанство, за социјално вклучување и за 

вработување во општеството  на 21-от век кое е засновано на наука и технологија. 

Постигањата по математика, кои што се измерени во меѓународните истражувања1 како и 

резултатите што се добиени во мерењата на ниво на држава со државните оценувања и 

испити, се ниски и на учениците од Република Македонија како и во други европски 

држави. Ова предизвика во 2009 година на ниво на Европската Унија да се дефинира и 

усвои стандард за унапредување на основните вештини кај учениците. Овој стандард 

одредува  дека до 2020 година процентот на млади на возраст од петнаесет години кои 

имаат незадоволително ниво на способности за читање, математика и наука треба да 

биде помал од 15%2. За да се постигне  ова до 2020 година, од една страна мора да 

бидат идентификувни пречките и проблемите, а од друга страна да се  воспостави 

ефикасен приод во нивно надминување. Овој стандард, исто така е поврзан со четирите 

стратешки приоритети за соработка во полето на образование и обука на ниво на 

Европска Унија, меѓу кои е и подобрувањето на квалитетот и ефективноста на 

образованието и обуките.  

Сеопфатните политики за напредување и развој на математичкото образование се 

базирани на: постојано следење и поддршка за подобрување на постигањата на 

учениците, квалитетна иницијална подготовка и континуирана дообука и поддршка на 

наставниците, насоченост од стекнување на знаења кон примената на математичките 

знаења и вештините за решавање на проблеми, како и воведување и користење на голем 

број техники на поучување и поддршка кои што значително ќе го намалат степенот на  

ниски постигања кај учениците. Резултатите од меѓународните истражувања покажуваат 

дека постигнувањата во образованието освен со социо-економската положба  на 

учениците, многу се поврзани и со квалитетот на поучувањето како и со одредени 

структурни и организациски карактеристики на образовниот систем.  

Оценувањето на математичките знаења и вештини на учениците е многу важен 

фактор кој влијае на поучувањето и учењето, а при тоа наставниците ја имаат клучната 

улога. Најважно при  оценувањето на знаењата на учениците е континуираното 

прибирање информации за нивниот напредок и давањето релевантни повратни 

информации преку оценувањето за учење (формативно оценување), а подоцна и 

оценување на наученото (сумативно оценување) без разлика дали е интерно (од страна 

на наставникот) или пак екстерно.   

                                                             
1
 OECD – PISA (Programme for International Student Assessment) за ученици од 15 до  16 годишна возраст и  

IEA – TIMSS (Trends in International Mathematics and Science Study) за ученици на крајот од основното образование. 
2 Strategic Framework for European Cooperation in Education and Training (ΈΤ 2020'), Council Conclusions May 2008, OJL 119, 
28.5.2009 
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Исто така, многу важен фактор за постигнување на добри резултати на учениците 

е нивото на нивната мотивација за учење математика, позитивниот став кон 

математиката и самодовербата при учење на овој предмет. Овие аспекти влијаат и врз 

одлуките за учество во училишните активности и во програмите во кои што главен акцент 

е ставен на математиката, а можат да влијаат на изборот на ученикот на насоката во 

средното образование, како и на изборот на неговата/нејзината идна кариера.  

Идејата за пишување на Прирачник по математика за учениците од 15 до 16 годишна 

возраст (од прва и втора година во средното образование) произлезе од потребите за: 

 подобрување на знаењата и вештините на наставниците за континуирано следење 
на знаењата на учениците и давање соодветна мотивирачка и насочувачка 
повратна информација; 

 реално, етичко и валидно оценување на знаењата на учениците од страна на 
наставниците; 

 подобро информирање на учениците и родителите за тоа што се очекува 
учениците да знаат и да умеат да направат, што меѓу другото, на учениците им 
дава дополнителна мотивација, го зголемува нивниот интерес и самодоверба; 

 информирање на учениците за критериумите за секоја оценка што ќе овозможи да 
бидат покритични при само-оценувањето и при споредувањето на сопственото 
мислење и мислењето на родителот со оценката на наставникот.  

Очекуваме дека користењето на овој Прирачник на наставниците ќе им овозможи:  

 соодветно да ги применуваат стандардите и критериумите за оценување на 
постигањата на учениците што ќе обезбеди поголема транспарентност и реалност;  

 да прибираат докази и аргументи за оправданоста на изведената оценка што може 
да ги презентираат при средба со родителите (со што се зголемува довербата кај 
учениците и родителите за процесот на оценување);  

 да стекнуваат информации кои овозможуваат благовремено коригирање при 
оценувањето;  

 и да користат повеќе техники, меѓу кои само-оценување и заемното оценување, на 
часовите по математика. 

На учениците и родителите ќе им овозможи:  

 да стекнат информации за тоа што се очекува ученикот да знае за определена 
оценка;  

 да дознаат навремена информација за напредокот  при напорите за да се 
постигне повисоко ниво на знаење; 

 да проценат дали оценувањето е објективно и реално;  
 да стекнат поголема довербата за процесот на оценување;   
 да имаат информации кои ќе им овозможат благовремено да реагираат за 

надминување на неправилностите при оценувањето. 

Меѓу другото, задачите кои ги нуди овој Прирачник може да се користат при 
диференцирана работа во наставата по математика, каде освен што се планираат 
самостојни активности на учениците, наставникот може да формира хомогени групи 
(ученици со исти/слични знаења и способности) и во работата со секоја група да користи 
задачи од соодветно ниво.   

Авторите им се заблагодаруваат на рецензентите за придонесот во подобрувањето на 
ракописот, и се надеваат дека со негово користење наставниците и учениците ќе 
постигнат повисоки резултати во поучувањето и учењето математика.  
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СТРУКТУРА НА ПРИРАЧНИКОТ 

 

На почетокот на Прирачникот се дадени Стандарди по математика за дел од содржините 
кои се изучуваат во прва и втора година во средното образование3.  

Потоа, се дадени Критериуми за оценување на постигањата кои се засновани на 
Стандардите4.  

Понатаму, во Прирачникот се дадени поими дефиниции, правила и задачи за 7 наставни 
теми кои се изучуваат во прва и втора година од средното образовани и тоа: 

 За секоја тема - поими, дефиниции и правила кои се илустрирани со соодветни 
примери, прашања и решени задачи и тоа 4 рубрики според когнитивните нивоа5 
кои се базирани на модифицираната верзија на Блумовата таксономија6 која е 
користена во одредувањето на стандардите по математика и критериумите за 
оценување. Примерите, прашањата и задачите за рубрика А се однесуваат на 
когнитивното ниво помнење; примерите, прашањата и задачите за рубрика Б се 
однесуваат на когнитивното ниво разбирање; рубриката В вклучува прашања, 
задачи и примери од когнитивното ниво примена; и  прашањата и задачите за 
рубрика Г се однесуваат на когнитивните нивоа анализа, синтеза и вреднување.  

 После рубриките А и Б, како и после рубриките В и Г, во секоја тема дадени се 
задачи за решавање од соодветното ниво. 

 На крајот од секоја тема дадени се задачи во вид на писмена работа за темата со 
бодирањето на секоја задача и рангот на потребни бодови за секоја оценка. 
Дадените задачи за писмена работа се од три типа и тоа: задачи со избор на точен 
од понудени одговори, задачи со краток одговор и задачи во кои се бара ученикот 
да покаже целосна постапка за решавање.  

На крајот од Прирачникот, дадени се решенија на задачите за решавање од рубриките во 

секоја тема и решенија на задачите од секоја писмена работа. 

Во овој прирачник има над 850 задачи. 

 

 

 

 

                                                             
3 Стандардите се достапни на 
http://bro.gov.mk/docs/standardi/gimnazisko/matematika/I%20godina%20Matematika.pdf  
http://bro.gov.mk/docs/standardi/gimnazisko/matematika/II%20godina%20Matematika.pdf  
4
 Критериумите се достапни на http://bro.gov.mk/docs/kriteriumi/Kriteriumi_za_ocenuvanje.pdf  

5 http://tep.uoregon.edu/resources/assessment/multiplechoicequestions/blooms.html  
6 Taxonomy of Educational Objectives, Bloom et al., (1956) 

http://bro.gov.mk/docs/standardi/gimnazisko/matematika/I%20godina%20Matematika.pdf
http://bro.gov.mk/docs/standardi/gimnazisko/matematika/II%20godina%20Matematika.pdf
http://bro.gov.mk/docs/kriteriumi/Kriteriumi_za_ocenuvanje.pdf
http://tep.uoregon.edu/resources/assessment/multiplechoicequestions/blooms.html
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СТАНДАРДИ ПО МАТЕМАТИКА 

Очекуваните резултати го определуваат она што ученикот треба да покаже дека го знае, 

го разбира и може да го направи откако ќе заврши со учењето на дадена целина 

(наставна единица, наставна тема или повеќе теми). Дефинираните очекувани резултати 

од учењето на учениците им помагаат да разберат што се очекува од нив, а со тоа им се 

олеснува процесот на учење; додека пак наставниците ги насочуваат точно да ги 

определат концептите, поимите и вештините кои учениците треба да ги поседуваат на 

крајот од даден период на учење. Очекуваните резултати, заедно со критериумите за 

оценување ги определуваат барањата за добивање определена оценка. 

При одредувањето на очекуваните резултати, е користена Блумовата таксономија според 

која знаењата, вештините и компетенциите хиерархиски се систематизирани од 

најниското до највисокото когнитивно ниво.  

 Нивото помнење се однесува на способноста за искажување факти, 
класификации, дефиниции, правила, теории и слично; препознавање на идеи, 
концепти, поими, правила и постапки кои се дадени во облик кој е сличен на оној 
кој учениците го учеле.  

 Нивото разбирање подразбира способност за интерпретација и објаснување на 
идеите, концептите, поимите, правилата и постапките кои се учени претходно.  

 Нивото примена се однесува на одбирање и примена на научените знаења, 
стекнатите вештини и искуствата во решавање проблеми и задачи во ситуација 
која е слична со она што е учено претходно или пак во нова ситуација.  

 Во критичкото размислување/логичко следство се вклучени анализата, 
синтезата и вреднувањето. Очекувањата од учениците во ова ниво се тие да 
можат да анализираат, расчленуваат, издвојуваат и слично; да воопштат, да 
поврзат и комбинираат делови во целина; како и да можат да проценуваат и 
вреднуваат врз основа на дадени критериуми. 

 

Во табелите подолу, се дадени очекуваните резултати за секое когнитивни ниво во 

рамките на  секоја тема која е разработена во Прирачникот.  

ПРОГРАМСКО ПОДРАЧЈЕ: МАТЕМАТИЧКА ЛОГИКА И МНОЖЕСТВА 

Ниво на знаења и 
способности 

Стандард 

 
 

ПОМНЕЊЕ 

 Го објаснува поимот исказ; 
 ги запишува вистинитосните таблици на операциите со 

искази; 
 искажува дефиниција за аксиома/теорема; 
 дава примери за аксиоми; 
 искажува дефиниција за подмножество на дадено 

множество.  

 
РАЗБИРАЊЕ 

 Дава примери за исказ; 
 препознава аксиома/теорема; 
 објаснува кога едно множество е наполно определено и го 

запишува на различни начини; 
 дава примери на еднакви и еквивалентни множества. 
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ПРИМЕНУВАЊЕ 

 Користи вистинитосни таблици на операциите со искази во 
задачи; 

 решава задачи за пресек, унија и разлика на множества; 
 одредува комплемент на дадено множество; 
 одредува Декартов производ на две множества.  

          АНАЛИЗА, 
СИНТЕЗА И 

ВРЕДНУВАЊЕ 

 Докажува поедноставни алгебарски и геометриски тврдења; 
 испитува дали дадена исказна формула е тавтологија; 
 применува својства на операциите со множества при 

решавање задачи.  

ПРОГРАМСКО ПОДРАЧЈЕ: ТРИГОНОМЕТРИСКИ ФУНКЦИИ ОД ОСТАР  
                                      АГОЛ ВО ПРАВОАГОЛЕН ТРИАГОЛНИК     

Ниво на знаења и 
способности 

Стандард 

 
ПОМНЕЊЕ 

 Ги искажува единиците мерки за агол: степен и радијан; 
 претвора помали единици мерки за агол во поголеми и 

обратно; 
 искажува дефиниција за синус, косинус, тангенс и 

котангенс од остар агол во правоаголен триаголник; 
 ја искажува теоремата за комплементни агли. 

 
РАЗБИРАЊЕ 

 Го  објаснува менувањето на тригонометриските 
функции кога аголот се менува од 0  до 90 ; 

 го одредува аголот, ако е дадена вредноста на 
тригонометриската функција (со калкулатор) и обратно; 

 дава примери за тригонометриски функции од 
комплементни агли. 

 
 

ПРИМЕНУВАЊЕ 

 Ја применува теоремата за комплементни агли; 
 ги користи во задачи вредностите на тригонометриските 

функции за агли од 30 , 60  и 45 ; 
 ги користи во задачи врските меѓу тригонометриските 

функции од ист агол; 
 решева правоаголен триаголник со дадени потребни 

елементи. 
         АНАЛИЗА, 

СИНТЕЗА И 
ВРЕДНУВАЊЕ 

 Ја докажува теоремата за комплементни агли; 
 ги изведува тригонометриските врски; 
 докажува тригонометриски идентитети; 
 го применува решавањето на правоаголен триаголник 

во геометријата, практиката и техниката. 
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ПРОГРАМСКО ПОДРАЧЈЕ: КОМПЛЕКСНИ БРОЕВИ     

Ниво на знаења и 
способности 

Стандард 

 
 

ПОМНЕЊЕ 

 Искажува дефиниција за имагинарна единица, комплексен 
број, реален и имагинарен дел на комплексен број; 

 идентификува реален и имагинарен дел на комплексен број; 
 запишува комплексен број во алгебарска форма при даден 

реален и имагинарен дел; 
 искажува дефиниција за: еднакви, спротивни и конјугирано 

комплексни броеви; 
 препознава спротивни и конјугирано комплексни броеви; 
 искажува дефиниција за модул на комплексен број; 
 искажува дефиниција за збир, разлика, производ и колчник 

на комплексни броеви во алгебарска форма. 

 
 
 

РАЗБИРАЊЕ 

 Објаснува дека квадратен корен од негативен реален број е 
имагинарен број; 

 запишува формула за трансформација на збир од квадрати 
во производ; 

 го објаснува поимот комплексна рамнина; 
 објаснува и запишува конјугирано комплексни 

броеви/спротивни броеви; 
 ја воочува положбата на конјугирано комплексните/ 

спротивните броеви во комплексната рамнина; 
 го одредува реалниот и имагинарниот дел на комплексен 

број претставен со точка во комплексната рамнина и 
обратно; 

 претставува комплексен број со вектот и тоа го објаснува; 
 објаснува одредување модул на комплексен број; 
 ја воочува врската меѓу векторското претставување на 

комплексен број и неговиот модул.   

 
ПРИМЕНУВАЊЕ 

 Применува еднаквост на комплексни броеви во здачи; 
 трансформира збир од квадрати во производ и тоа го 

применува во задачи; 
 решава задачи во врска со модул на комплексен број; 
 собира и одзема комплексни броеви претставени векторски; 
 собира, одзема, множи и дели комплексни броеви. 

        АНАЛИЗА, 
СИНТЕЗА И 

ВРЕДНУВАЊЕ 

 Ја ојаснува потребата од проширување на множеството на 
реалните броеви; 

 решава посложени задачи од комплексни броеви; 
 решава задачи со примена на равенства и неравенства 

користејќи својства на модул на комплексен број.  
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ПРОГРАМСКО ПОДРАЧЈЕ: КВАДРАТНИ РАВЕНКИ, ДИСКРИМИНАНТА, ВИЕТОВИ                    
                                                ФОРМУЛИ И РАВЕНКИ ШТО СЕ СВЕДУВААТ   НА                                                                                                                                                
                                                РЕШАВАЊЕ НА КВАДРАТНА РАВЕНКА 

Ниво на знаења и 
способности 

Стандард 

 
 

ПОМНЕЊЕ 

  Искажува дефиниција за квадратна равенка; 
  препознава полна/неполна квадратна равенка; 
 ја искажува/запишува формулата за корените на квадратна 

равенка; 
  ја искажува/запишува формулата за дискриминанта на 

квадратна равенка; 
 ги искажува/запишува Виетовите гормули;  
 искажува/запишува дефиниција за биквадратна равенка; 
 искажува/запишува дефиниција за ирационална равенка; 
 искажува/запишува дефиниција за систем од една линеарна и 

една квадратна равенка со две променливи. 

 
 

РАЗБИРАЊЕ 

 Проверува дали некој број е решение на дадена равенка; 
 ги заменува коефициентите од дадена квадратна равенка во 

формулата за корените на квадратната равенка; 
 препознава дробно-рационални равенки; 
 одредува дефиниционо множество на поедноставни дробно –

рационални равенки; 
 проверува кои од добиените решенија се решенија на 

дадената равенка; 
 препознава биквадратна равенка; 
 препознава ирационална равенка; 
 одредува дефиниционо множество на поедноставни 

ирационални равенки; 
 проверува дали подреден пар реални броеви е решение на 

даден систем од една линеарна и една квадратна равенка со 
две променливи. 

 
 
ПРИМЕНУВАЊЕ 

 Трансформира дадена равенка во општ вид на квадратна 
равенка; 

 трансформира квадратна равенка од општ во нормален вид ; 

 решава равенка од видот     0g x h x  ; 

 решана неполни и полни квадратни равенки; 
 решава поедноставни примери на квадратни равенки со 

параметри; 
 дискутира за решенијата на квадратната равенка според 

нејзината дискриминанта; 
 решава поедноставни задачи со користење на Виетовите 

формули; 
 решава задачи со примена на разложување на квадратен 

трином на линеарни множители; 
 решава биквадратна равенка; 
 решава дробно-рационални равенки што се сведуваат на 

квадратни; 
 решава ирационална равенка кој се сведува на линеарна или 

квадратна равенка; 
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 решава систем од една линеарна и една квадратна равенка 
со две променливи. 

       АНАЛИЗА, 
СИНТЕЗА И 

ВРЕДНУВАЊЕ 

 Решава квадратна равенка со параметар; 
 решава проблеми со помош на Виетови формули; 
 решава проблеми од практиката кои се сведуваат на 

решавање квадратна равенка; 
 решава и ги дискутира решенијата на дробно-рационални 

равенки со параметри; 
 ги дискутира решенијата на ирационална равенка. 

ПРОГРАМСКО ПОДРАЧЈЕ: КВАДРАТНА ФУНКЦИЈА  И КВАДРАТНА НЕРАВЕНКА 

Ниво на знаења и 
способности 

Стандард 

 
 

ПОМНЕЊЕ 

 Искажува дефиниција за квадратна неравенка; 
 искажува дефиниција за решение на квадратна неравенка; 
 искажува дефиниција за систем квадратни неравенки; 
  искажува дефиниција за решение на систем квадратни 

неравенки; 
 препознава аналитички/графички /табеларно  зададена 

квадратна функција; 
 запишува каноничен вид на квадратна функција; 
 ги запишува формулите за координати на теме на парабола; 
 дава примери за квадратна функција/квадратна неравенка.  

 
 

РАЗБИРАЊЕ 

 Одредува множество вредности на квадратна функција; 

 препознава график на функција од видот   2f x ax  , 

  2f x ax c   ,   2f x ax bx   ,   2f x ax bx c    ; 

 препознава дали дадена точка припаѓа на графикот на 
дадена квадратна функција ; 

 препознава нормален вид на систем квадратни неравенки; 
 составува таблица на вредности  на квадратна функција; 

 дава пример на парабола за 0 / 0a a  ; 

 објаснува како параболата   2f x ax c   ,    
2

f x a x  ,  

   
2

f x a x    се добива со транслација на 

параболата    2f x ax ; 

 препознава знак на квадратна функција од нејзиниот график; 
 поврзува знак на квадратна функција со квадратна 

неравенка; 
 проверува дали дадена вредност припаѓа на множеството 

решенија на дадена квадрана неравенка. 
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ПРИМЕНУВАЊЕ 

 Црта график на функција од видот   2f x ax  , 

  2f x ax c   ,   2f x ax bx   ,   2f x ax bx c    ; 

 трансформира квадратна функција од општ во каноничен 
вид; 

 црта график на квадратна функција зададена во каноничен 
вид; 

 одредува знак на квадратна функција; 
 решава квадратни неравенки; 
 сведува систем квадратни неравенки во нормален вид; 
 решава графички систем квадратни неравенки; 
 го претставува со интервал графичкото решение на систем 

квадратни неравенки. 

        АНАЛИЗА, 
СИНТЕЗА И 

ВРЕДНУВАЊЕ 

 Испитува тек и црта график на квадратна функција; 
 решава практични задачи со користење на екстремни 

вредности на квадратна функција; 
 решава проблемски задачи што се сведуваат на решавање 

на квадратна неравенка; 
  решава проблемски задачи што се сведуваат на решавање 

на систем квадратни неравенки. 

ПРОГРАМСКО ПОДРАЧЈЕ: ПЛОШТИНА НА РАМНИНСКИ ФИГУРИ 

Ниво на знаења и 
способности 

Стандард 

 
 
 

ПОМНЕЊЕ 

 Ги препознава формулите за плоштина на: паралелограм, 
триаголник, трапез и трапезоид; 

 ја искажува/запишува теоремата за плоштините на слични 
триаголници; 

 препознава карактеристичен триаголник  кај правилен 
многуаголник; 

 ја запишува формулата за периметар/плоштина на круг; 
 ја запишува формулата за должина на кружен лак; 
 ја запишува формулата за плоштина на кружен исечок/ 

кружен отсечок/кружен прстен; 
 наведува кои мерни единици се користат за плоштина и 

периметар.  

 
 

РАЗБИРАЊЕ 

 Ги објаснува релациите меѓу елементите во геометриските 
рамнински фигури; 

 скицира разни видови рамнински фигури; 
 објаснува сличност и складност на триаголници; 
 дава примери за примена на питагоровата теорема кај 

геометриските рамнински фигури.  

 
 

ПРИМЕНУВАЊЕ 

 Решава задачи за плоштина на правоаголник, квадрат, ромб 
и ромбоид; 

  решава задачи за плоштина и периметар на разни видови 
триаголници; 

 применува сличност и складност на триаголници во задачи; 
 применува питагорова теорема во задачи; 
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 решава задачи за плоштина на трапез и трапезоиди; 
 решава задачи за плоштина и периметар на правилен 

многуаголник, круг и делови од круг. 

       АНАЛИЗА, 
СИНТЕЗА И 

ВРЕДНУВАЊЕ 

 Изведува формула за плоштина на трапез/ плоштина на 
трапезоид со нормални дијагонали; 

 пресметува плоштина на посложени фигури со примена на 
формулите за плоштина на триаголници, четриаголници,  
круг и плоштина на круг; 

 решава практични задачи во врска со плоштина и периметар 
на рамнински фигури.  

КРИТЕРИУМИ ЗА ОЦЕНУВАЊЕ 

Критериумите за оценки се утврдени од Бирото за развој на образованието. При 

определувањето на оценката на ученикот се имаат предвид постигањата на ученикот во 

однос на помнењето и репродуцирањето на содржините, разбирањето на содржините, 

примената на стекнатите знаења и вештини во познати и нови ситуации и задачи, како и 

способноста за критичко мислење/ логичко заклучување и следство (анализа, синтеза и 

вреднување).  

Подолу се графички прикажани и е даден краток опис на критериумите за секоја оценка 

од 2 до 5.  

Критериум за оценка доволен (2) 

Постигнувања  
 

                          0%      10%     20%        30%        40%        50%       60%      70%      80%    90%   100% 

I 
помнење 
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II 
разбирање 

   

III 
примена 

 
2 

         

IV 
анализа, 
синтеза и 

вреднување 

          

   Постигнувања на ученикот кои сѐ уште не се доволни за  да се добие оценка 2.  

       Ученикот добива оценка 2 ако за секоја тема покаже: 

- од 50% до 70% од знаењата и вештините опишани во ниво помнење и разбирање;  
- до 10% од знаењата и вештините опишани во ниво примена.  
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Доколку ученикот/ученичката покажува помалку од 50% од знаењата опишани со ниво 

помнење и ниво разбирање, неговите/нејзините постигнувања не се доволни за оценка 2. 

Критериум за оценката добар (3) 

             Постигања  
 

                          0%      10%      20%      30%      40%      50%      60%      70%        80%     90%     100%    

I 
помнење 

 

3 

 

II 
разбирање 

 

III 
примена 

 
 3 

     

IV 
анализа, 
синтеза и 
вреднува

ње 

3          

Ученикот добива оценка 3 ако за секоја тема покаже: 

- од 71% до 90% од знаењата и вештините опишани во ниво помнење и разбирање; 
- од 11% до %50% од знаењата и вештините опишани во ниво примена;  
- до 10% од знаењата и вештините определени за ниво анализа, синтеза и 

вреднување.  
  

Критериум за оценка многу добар (4) 

               Постигања  

 
                          0%      10%       20%       30%       40%      50%       60%      70%      80%   90%   100% 

I 
помнење 

 

4 

 

II 
разбирање 

 

III 
примена 

 
 

4    

IV 
анализа, 
синтеза и 

вреднување 

 4       

         Ученикот добива оценка 4 ако за секоја од четирите теми покаже: 

- од 71% до 90% од знаењата и вештините опишани во ниво помнење и разбирање 
- од 51% до 75% од знаењата и вештините опишани во ниво примена и  
- од 11% до 40% од знаењата и вештините определени за ниво анализа, синтеза и 

вреднување.  
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Критериум за оценка одличен (5) 

              Постигања  

 
                           0%     10%      20%      30%      40%      50%        60%         70%        80     90%        100% 

I 
помнење 

 

5 

II 
разбирање 

III 
примена 

 
 

5 

IV 
анализа, 
синтеза и 

вреднување 

 5   

Ученикот добива оценка 5 ако за секоја од четирите теми покаже: 

- над 90% од знаењата и вештините опишани во ниво помнење и разбирање; 
- над 70% од знаењата и вештините опишани во ниво примена;  
- над 40% од знаењата и вештините определени за ниво анализа, синтеза и 

вреднување.  
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ТЕМА 1. 
Математичка логика 
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НИВО: ПОМНЕЊЕ 

 

          Изјавните осмислени реченици најчесто означени со , , ,...p q r  , кои можат да бидат 
или вистинити или невистинити се искази. 

                            Реченицата :p  Реката Вардар тече низ Битола.                                                                 

Оваа реченица е невистинит исказ и запишуваме: ( )pτ =⊥ (тау од пе е не те), што значи 

дека вистинитосната (логичка) вредност на исказот p е невистина. 

                             Реченицата :q  Математиката е интересен предмет.                                               
Оваа реченица не е исказ, бидејќи може да има две вредности:                                                            
⊤ (вистина)  и ⊥ (невистина) . 

                            Реченицата :r  Круговите шетаат низ паркот, не е исказ, бидејќи не е 
осмислена. 

        Читањето и симболите на логичките операции се претставени со табела: 

Име на операцијата Симбол Читање 
Конјункција ∧  p  и q  
Вклучна дисјункција ∨  p  или q  
Исклучна дисјункција ⊻ или p  или q  
Импликација ⇒  Ако p  тогаш q  
Еквиваленција ⇔  p  ако и само ако q  
Негација ¬  не p  

 

        Конјункцијата од два искази означена со p q∧  е вистинита само ако двата искази се 
вистинити, а во сите други случаи е невистинита, т.е.                                                                      
⊤∧⊤= ⊤ , ⊤∧⊥=⊥ ,  ⊥∧⊤=⊥ , ⊥∧⊥=⊥. 

 

 

 

  

Ученикот треба да знае дека... Ниво А 

Пример 1: 

Пример 2: 

Пример 3: 
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Претставувањето може да биде и табеларно, т.е. 

                                                                                            

( )pτ
 ( )qτ

 ( )p qτ ∧
 

⊤ ⊤ ⊤ 
⊤ ⊥ ⊥ 

⊥ ⊤ ⊥ 

⊥ ⊥ ⊥ 

 

                       Нека се дадени исказите : 2 | 7 , : 3 2.p q >  Конјункцијата ќе биде: 

: 2 | 7 3 2p q∧ ∧ > , а нејзината логичка вредност е ( ) ( ) ( )p q p qτ ∧ = τ ∧ τ = ⊥∧⊤=⊥. 

         Дисјункцијта (вклучна) од два искази означена со p q∨  е невистинита само ако 
двата искази се невистинити, а во сите други случаи е вистинита, т.е.                                                                      
⊤∨⊤= ⊤ , ⊤∨⊥=⊤,  ⊥∨⊤= ⊤ , ⊥∨⊥=⊥. 

Претставувањето може да биде и табеларно, т.е.                                                                                           
 
( )pτ

 ( )qτ
 ( )p qτ ∨

 
⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊥ 

 

                       Нека се дадени исказите : 2 | 7 , : 3 2.p q >  Дисјункцијата ќе биде: 

: 2 | 7 3 2p q∨ ∨ > , а нејзината логичка вредност е ( ) ( ) ( )p q p qτ ∨ = τ ∨ τ = ⊥∨⊤ =⊤. 

         Исклучната дисјункција од два искази означена со p ⊻ q  е вистинита само ако 
исказите имаат различна вредност, а во сите други случаи е вистинита, т.е.                                                                      
⊤⊻⊤=⊥ , ⊤⊻⊥=⊤, ⊥⊻ ⊤= ⊤ , ⊥⊻⊥=⊥. 

Претставувањето може да биде и табеларно, т.е.            

      

 

 

 

или пократко: 
p  q  p q∧  

⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊥ 

⊥ ⊤ ⊥ 

⊥ ⊥ ⊥ 

или пократко: 
p  q  p q∨  

⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊥ 

или пократко: 
p  q  p ⊻ q  

⊤ ⊤ ⊥ 

⊤ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊥ 

( )pτ
 ( )qτ

 
τ ( p ⊻ q ) 

⊤ ⊤ ⊥ 

⊤ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊥ 

Пример 4: 

Пример 5: 
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                       Нека се дадени исказите : 2 | 7 , : 3 2.p q > Исклучната дисјункција ќе биде: p
⊻ q : 2 | 7 ⊻ 3 2>  а нејзината логичка вредност е τ ( p ⊻ q )= ( )pτ ⊻ ( )qτ =⊥⊻⊤=⊤. 

         Импликацијата од два искази означена со p q⇒  е невистинита само ако првиот 
исказ е вистинит, а вториот невистинит. Во сите други случаи е вистинита, т.е.                                                                      
⊤⇒⊤= ⊤ , ⊤⇒⊥=⊥ , ⊥⇒⊤= ⊤ , ⊥⇒⊥=⊤. 

Претставувањето може да биде и табеларно, т.е.                                                                                           
 
( )pτ

 ( )qτ
 ( )p qτ ⇒

 
⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊥ 

⊥ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊤ 

 

                       Нека се дадени исказите : 2 | 7 , : 3 2.p q >  Импликацијата ќе биде: 

: 2 | 7 3 2p q⇒ ⇒ > , а нејзината логичка вредност е ( ) ( ) ( )p q p qτ ⇒ = τ ⇒ τ =⊥⇒⊤ =⊤. 

         Еквиваленцијата од два искази означена со p q⇔  е вистинита само ако двата 
искази имаат иста логичка вредност. Во сите други случаи е невистинита, т.е.                                                                      
⊤⇔ ⊤=⊤ , ⊤⇔ ⊥=⊥ , ⊥⇔ ⊤=⊥ , ⊥⇔ ⊥=⊤. 

Претставувањето може да биде и табеларно, т.е.                                                                                           
 

( )pτ
 ( )qτ

 ( )p qτ ⇔
 

⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊥ 

⊥ ⊤ ⊥ 

⊥ ⊥ ⊤ 

 

                       Нека се дадени исказите : 2 | 7 , : 3 2.p q >  Импликацијата ќе биде: 

: 2 | 7 3 2p q⇔ ⇔ > , а нејзината логичка вредност е ( ) ( ) ( )p q p qτ ⇔ = τ ⇔ τ = ⊥⇔ ⊤=⊥. 

         Негацијата на исказот p  означена со p¬  е вистинита само ако исказот p  е 
невистинит, а ако, пак, исказот p  е вистинит, негацијата од исказот е невистинита. т.е.                                                                      
¬⊤=⊥  , ¬⊥=⊤. 

 

 

или пократко: 
p  q  p q⇒  

⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊥ 

⊥ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊤ 

или пократко: 
p  q  p q⇔  

⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊥ 

⊥ ⊤ ⊥ 

⊥ ⊥ ⊤ 

Пример 6: 

Пример 7: 

Пример 8: 
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Претставувањето може да биде и табеларно, т.е.      
                                                                                      
 

 

                        

 

                         Нека е даден исказот : 2 | 7.p Негацијата ќе биде: ( ): 2 | 7p¬ ¬ , а нејзината 

логичка вредност е ( ) ( )2 | 7 2 | 7pτ ¬ = τ ¬ = =/ ⊤. 

        Елементарните искази означени со исказните променливи , , , ,...p q r s  , поврзани на 
дозволен начин со логичките операции , ,∧ ∨ ⊻, , ,⇒ ⇔ ¬   и симболите ⊤  и ⊥ формираат 
сложени искази или исказни формули кои најчесто ги означуваме со променливите 

, , ,...F G H . 

                           :F ⊥ p q⇒ ∨¬  е исказна формула. 

        Редоследот на вршење на логичките операции е: , , ,¬ ∧ ∨ , ,⇒ ⇔  ⊻                    

                           Дадена е исказната формула :F p p q p⇒¬ ∨ ∧ . Прво се врши 
негацијата ¬  на исказот p , потоа конјункцијата ∧  на исказите q  и p , потоа дисјункцијата
∨  на исказите p¬ и q p∧  и на крај импликацијата на исказот p  и исказот p q p¬ ∨ ∧ . 

        Формулите коишто за секоја варијација на вистинитосни вредности на 
елементарните искази имаат вредност ⊤ се викаат тавтологии. 

                          :F p q q p∨ ⇔ ∨  

( )pτ
 ( )qτ

 ( )p qτ ∨
 ( )q pτ ∨

 ( )Fτ
 

⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊤ 

 

        Формулите коишто за секоја варијација на вистинитосните вредности на 
елементарните искази имаат вредност ⊥  се викаат контрадикции. 

 

 

или пократко: 
p  p¬  

⊤ ⊥ 
⊥ ⊤ 

( )pτ  ( )pτ ¬  
⊤ ⊥ 
⊥ ⊤ 

Пример 9: 

Пример 10: 

Пример 11: 

Пример 12: 
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                                                            ( ):F p p¬ ¬ ∨  

( )pτ
 ( )pτ ¬

 
( )p pτ ¬ ∨  ( )( )p pτ ¬ ¬ ∨  

⊤ ⊥ ⊤ ⊥ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊥ 

                    

        Формулите коишто за некои варијации на вистинитосни вредности имаат вредност    
⊤ , а за некои имаат вредност ⊥ се викаат неутрални исказни формули. 

                                                        :F p q q p∨ ⇔ ∧  

( )pτ
 ( )qτ

 ( )p qτ ∨
 ( )q pτ ∧

 ( )Fτ
 

⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊥ 

⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊤ 

 

         Формулите  1F  и 2F  коишто имаат иста логичка вредност се еквивалентни исказни 

формули и 1 2F F⇔  е тавтологија. 

                             1 2

1 2

: , :
:

F p q F q p
F F p q q p

∧ ∧
⇔ ∧ ⇔ ∧

                                                                                             

( )1Fτ =⊤  ,  ( )2Fτ = ⊤ , па значи ( )1 2F Fτ ⇔ =⊤   

         Формулите коишто се тавтологии се од посебен интерес, бидејќи претставуваат 
логички закони на мислењето. 

                            1) p q q p∧ ⇔ ∧  комутативен закон за конјункција 

                            2) p q q p∨ ⇔ ∨  комутативен закон за дисјункција  

                            3) ( ) ( )p q r p q r∧ ∧ ⇔ ∧ ∧  асоцијативен закон за конјункција 

                            4) ( ) ( )p q r p q r∨ ∨ ⇔ ∨ ∨  асоцијативен закон за дисјункција                                     

                            5) p p∨¬  закон за исклучување на третото 

                            6) ( )p p¬ ∧¬  закон за непротивречност 

Пример 13: 

Пример 14: 

Пример 15: 

Пример 16:                                      
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                            7) ( ) ( ) ( )p q r p q p r∧ ∨ ⇔ ∧ ∨ ∧  дистрибутивен закон за ∧  во однос на ∨  

                            8) ( ) ( ) ( )p q r p q p r∨ ∧ ⇔ ∨ ∧ ∨  дистрибутивен закон за ∨  во однос на ∧  

                            9) p q p q⇒ ⇔¬ ∨  закон за замена на импликација 

                           10) ( )p p¬ ¬ ⇔  закон за двојна негација 

                           11) ( )p q p q¬ ∧ ⇔ ¬ ∨¬  

                           12) ( )p q p q¬ ∨ ⇔ ¬ ∧¬         Де Морганови закони 

 
         Нека  А и B се множества, а Axp ∈: и Bxq ∈: се искази, при што x  се менува во 
множеството А односно B, тогаш важи врската:  

                                            A                                 B 
p  q  qp ∨  
⊤ ⊤ ⊤ 
⊤ ⊥ ⊤ 
⊥ ⊤ ⊤ 
⊥ ⊥ ⊥ 
 

Се воочува дека { |A B x x A x B∪ = ∈ ∨ ∈ , кога x  се менува во множеството А односно B}, 

т.е. унија од множествата А и B е множество чии елементи припаѓаат на множеството А 
или на множеството B. 

                          
{ } { }

{ }
1, 2,3, 4 ; 3,4,5,6

1,2,3,4,5,6

A B

A B

= =

∪ =
  

                         
         Нека  А и B се множества, а Axp ∈:  и Bxq ∈:  се искази, при што x  се менува во 
множеството А односно B, тогаш важи врската:       

                                            A                                 B 
p  q  qp ∧  
⊤ ⊤ ⊤ 
⊤ ⊥ ⊥ 
⊥ ⊤ ⊥ 
⊥ ⊥ ⊥ 
 
 

Пример 17:                                      
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Се воочува дека { |A B x x A x B∩ = ∈ ∧ ∈ , кога x  се менува во множеството А односно B}, 

т.е. пресек од множествата А и B е множество чии елементи припаѓаат на множеството А 
и на множеството B. 

                          
{ } { }

{ }
1, 2,3, 4 ; 3,4,5,6

3,4

A B

A B

= =

∩ =
  

 
          Нека  А и B се множества, а Axp ∈:  и Bxq ∈:  се искази, при што x  се менува во 
множеството А односно B, тогаш важи врската:         

                                                                        A                                 B 
p  q  q¬  p q∧¬  
⊤ ⊤ ⊥ ⊥ 
⊤ ⊥ ⊤ ⊤ 
⊥ ⊤ ⊥ ⊥ 
⊥ ⊥ ⊤ ⊥ 
 
 
Се воочува дека {\ |A B x x A x B= ∈ ∧ ∉ , кога x  се менува во множеството А односно B}, 

т.е. разлика од множествата А и B е множество чии елементи припаѓаат на множеството 
А и не припаѓаат на множеството B. 

                          
{ } { }

{ }
1, 2,3, 4 ; 3,4,5,6

\ 1,2

A B

A B

= =

=
  

 
         Нека  А и B се множества, а Axp ∈:  и Bxq ∈:  се искази, при што x  се менува во 
множеството А, односно B, тогаш важи врската:        

                                            A                                 B 
p  q  p ⊻ q  
⊤ ⊤ ⊥ 
⊤ ⊥ ⊤ 
⊥ ⊤ ⊤ 
⊥ ⊥ ⊥ 
 
 
Се воочува дека { |A B x x A= ∈ ⊻ x B∈ , кога x  се менува во множеството А односно B}, 

т.е. симетрична разлика од множествата А и B е множество чии елементи припаѓаат или 
на множеството А или на множеството B. 

                          
{ } { }

{ }
1, 2,3, 4 ; 3,4,5,6

1,2,5,6

A B

A B

= =

=

                                                  

      Нека A  е множество, а U е универзално множество. 

Пример 18:                                      

Пример 19:                                      

Пример 20:                                      



26 
 

 
 
 
 
    
 
 

Тогаш, ' \UA U A=  се вика комплемент на множеството A  во однос на множеството .U  

      Нека A B⊂ , тогаш  ' \BA B A=  е комплемент на множеството A  во однос на 
множеството .B  

 
         Нека Axp ∈:  и A B⊂ , тогаш x B∈ , при што x  се менува во множеството B што 
значи се менува и во множеството А. 

 
                                                            B 

                 A 
                  

 
 

{'BA x B x A= ∈ ∧ ∉ , кога x  се менува во множеството А,односно B} 
 

                          
{ } { }
{ }

1,2 ; 1,2,3,4

' 3, 4B

A B

A

= =

=
                                                  

 
 
         Записот ( ),x y се вика подреден пар, при што x  е прва компонента, а y  е втора 

компонента.                                                                                                                                             
Нека  А и B се две непразни множества и нека  x  се менува во множеството А, а y  се 
менува во множеството В.                                                                                                   
Множеството ( ){ }, |A B x y x A y B× = ∈ ∧ ∈  е Декартов производ на множествата А и В и 

претставува множество од подредени парови, каде првата компонента е од множеството 
А , а втората компонента од множеството В.  

                          
{ } { }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
1,2,3 ; ,

1, , 1, , 2, , 2, , 3, , 3,

A B a b

A B a b a b a b

= =

× =
                                                           

т.е. со координатна шема: 

p  p¬  
 ⊤ ⊥ 
⊥ ⊤ 

                                                U  

                A  

Пример 21:                                      

Пример 22:                                      
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        Множествата А и B се еквивалентни, ако имаат ист број елементи.                         

                            { } { }1,2,3,4 ; , , ,A B m n p q= =
 

        Множествата А и B се еднакви, ако имаат исти елементи, т.е. ако  A B⊆  и .B A⊆                      

                              { }2,4,6,8A =  ;  { |B x x=  е парен едноцифрен природен број} 

       Некои изрази со множествата, означени најчесто со , , ,...A B C  , сврзани со операциите 
, , \ , , '∩ ∪   и еднаквост  „ = “ , претставуваат закони. 

                                

 1) ABBA ∩=∩  - комутативен закон за пресек 

 2) ABBA ∪=∪  - комутативен закон за унија 

 3) ( ) ( ) CBACBA ∩∩=∩∩  - асоцијативен закон за пресек 

 4) ( ) ( ) CBACBA ∪∪=∪∪ - асоцијативен закон за унија 

 5) ( ) ABAA =∩∪ - апсорпција на унија во однос на пресек 

 6) ( ) ABAA =∪∩ - апсорпција на пресек во однос на унија 

 7) ( ) ( ) ( )CBCACBA ∩∪∩=∩∪  - дистрибутивен закон на пресек во однос на унија 

 8) ( ) ( ) ( )CBCACBA ∪∩∪=∪∩  - дистрибутивен закон на унија во однос на пресек 

 9)  ( ) ( ) ( )CBCACBA ×∩×=×∩  - дистрибутивен закон на производ во однос на пресек 

10) ( ) ( ) ( )CBCACBA ×∪×=×∪  - дистрибутивен закон на производ во однос на унија 

11) ( )' ' 'A B A B∩ = ∪                                                                                                                                       

12)  ( ) ''' BABA ∩=∪      Де Морганови закони 

Пример 23:                                      

Пример 24:                                      

Пример 25:                                      
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      Реченицата што содржи променлива и станува исказ кога на местото на променливата 
се заменува константа од некое множество, се вика исказна функција или предикат и 
најчесто се означува со ( ) ( ), ,...P x Q x  

                              | 2x  за 1x =  е вистинит исказ, т.е. ( )1| 2τ =⊤ , а за 7x =  е невистинит 

исказ, т.е. ( )7 | 2τ = ⊥.                             

       Множеството каде што се менува променливата се вика дефиниционо множество и 
најчесто се означува со .D  

       Исказната функција е добро зададена, ако е дадена со:                                                    
1) ознака ( )P x                                                                                                                                           

2) законот ( )x P x→                                                                                                                                 

3) дефиниционо множество .D  

                              ( ) { }: 2 | , 1, 2,3,...,10P x x D =  

       Исказната функција има должина еден, ако има една променлива.                                                                                                                                                                                        

                               ( ) : 3 ,P x x D +≤ =   

       Исказната функција има должина два, ако има две променливи.     

                             ( ) 2 2, : 5 , ,Q x y x y x y+ < ∈  

       Исказната функција има должина три, ако има три променливи итн.  

                             ( ) 2 2 2, , : 7 , , ,R x y z x y z x y z+ + ≤ ∈  

       Нека е дадена исказната функција ( ) { }: 3 | , 0,1, 2,3, 4,5,6P x x D = . Имаме:                  

( )3 | 0τ = ⊤  ; ( )3 |1τ = ⊥ ; ( )3 | 2τ = ⊥  ; ( )3 | 3τ =⊤ ; ( )3 | 4τ = ⊥  ; ( )3 | 5τ =⊥ ; ( )3 | 6τ = ⊤ , т.е.

( )( )0Pτ =⊤ ; ( )( )1Pτ =⊥ ; ( )( )2Pτ = ⊥ ; ( )( )3Pτ =⊤ ; ( )( )4Pτ = ⊥  ; ( )( )5Pτ =⊥ ; ( )( )6Pτ =⊤. 

Множеството од вредностите на променливата  x  за кои исказната функција преминува 
во вистинит исказ, се вика множество решенија на исказната функција и најчесто се 
означува со ( )P xM  и важи ( ) .P xM D⊆  

                                    Нека ( ) { }: 2 | , 0,1, 2,...,12P x x D =                                                            

                              ( ) { }0,2,4,6,8,10,12P xM =  
 

Пример 26:                                      

Пример 27:                                      

Пример 28:                                      

Пример 29:                                      

Пример 30:                                      

Пример 31:                                      
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          Симболот ∀ (за секој или за сите) се вика универзален квантор (квантификатор).   

          Симболот ∃ (постои некој или барем еден) се вика егзистенцијален квантор 
(квантификатор). 

          Симболот !∃ (постои единствен  или постои еден и само еден) исто така  
егзистенцијален квантор  

Овие квантори се користат: 

1) за скратено запишување на реченици:  

                               За секои два природни броеви, збирот не се менува, ако собироците си 
ги заменат местата. Скратен запис: ( )( ),a b a b b a∀ ∈ + = + . 

2) за правење искази од исказните функции:  

                                     Исказната функција 2 | x  за x∈ не е исказ, затоа што за некој x е ⊤, а     
 за некој x е ⊥. Скратен запис: ( ) 2 |x x∀ ∈   е невистинит исказ 

                                                     ( ) 2 |x x∃ ∈   е вистинит исказ 

          Математичките тврдења што се прифаќаат за вистинити без доказ се викаат 
основни тврдења или аксиоми.  

                                „Низ две различни точки минува една и само една права“  е основно 
тврдење или аксиома.    

                               „Бројот нула е неутрален елемент ( e  е неутрален елемент, ако важи 
x e x∗ =  , ∗  е ознака за некоја операција) во собирањето на целите броеви“ е основно 
тврдење или аксиома.    

          Математичко тврдење што претставува логичка последица од други точни тврдења 
(т.е. чија точност се докажува) се вика изведено тврдење или теорема. 

                               Тврдењето: „Секоја равенка x a b+ =  има единствено решение во 
множеството  “,  x b a= −  е изведено тврдење, бидејќи по додавање на двете страни 

( )a− , т.е. ( ) ( )x a a b a+ + − = + −  се користи првичното тврдење ( ) 0a a+ − = . 

          Теоремата: „Ако триаголникот е рамнокрак, тогаш висините кон краците се еднакви“ 
е искажана во условна форма.                                                                                                              
Исказот :p „Триаголникот е рамнокрак“  е претпоставка или услов.                                           
Исказот :q  „Висините кон краците се еднакви“  е заклучок или тврдење. 

          Теоремата во безусловна или категорична форма, гласи: „Висините кон краците во 
рамнокрак триаголник се еднакви“ . 

Пример 32:                                      

Пример 33:                                      

Пример 34:                                      

Пример 35:                                      

Пример 36:                                      
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          Дадена е теоремата: „Ако еден четириаголник е тетивен, тогаш неговите спротивни 
агли се сумплементни“.                                                                                                                  
   1) Претпоставка е :p  „Четириаголникот е тетивен“.                                                                           
      Заклучок е :q  „Спротивни агли се сумплементни“. 
   2) Теоремата во категорична форма гласи: „Во тетивен четириаголник спротивните агли    
      се сумплементни“.          
   3) Обратната теоремата гласи: „Ако спротивните агли во четириаголникот се  
     сумплементни, тогаш тој четириаголник е тетивен“. 
  4) Обратната теорема во категорична форма гласи: „Спротивните агли се    
      сумплементни кај тетивен четириаголник“. 
  5) Првичната теорема и обратната теоремата заедно запишани гласат: 
„Четириаголникот е тетивен ако и само ако спротивните агли се сумплементни“. 
      
          Обратните теореми не важат секогаш. 
                                                                   
                               „Ако | |x a x b∧  и , ,x a b∈ , тогаш |x a b+  “ е тврдење, обратното 
тврдење е: 

„Ако |x a b+  за , ,x a b∈ , тогаш | |x a x b∧ “ , но не важи, т.е. не е теорема.  

          Синтетичкиот доказ на теоремата p q⇒  е директен доказ и од претпоставката p со 
напредување се доаѓа до заклучокот q .                                                                  

                              Теоремата: „Ако 
a c
b d
=  и { }, , , \ 0a b c d ∈ , тогаш 

a b c d
b d
+ +

=  “  ја 

докажуваме со напредување.  

Ако 
a c
b d
=  и { }, , , \ 0a b c d ∈ , тогаш 1 1.a c

b d
+ = +  Сега, ако 1 1a c

b d
+ = + , тогаш 

a b c d
b d
+ +

= . 

          Аналитички  доказ на теоремата p q⇒  е директен доказ и од заклучокот q  со 
анализа се доаѓа до претпоставката p .  
                                                                                                                          

                               Нека е дадено тврдењето: 
1 2a
a

+ ≥  за a +∈ .                                                 

Заклучокот 
1 2a
a

+ ≥  е добиен од 2 1 2a a+ ≥  со делење со a .                                              

Неравенството 2 1 2a a+ ≥  е добиено од 2 2 1 0a a− + ≥  со префрлање на 2a  на десната 
страна на неравенството.                                                                                                      

Неравенството ( )21 0a − ≥  е точно и може да биде претпоставка на заклучокот
1 2a
a

+ ≥ .    

Пример 37:                                      

Пример 38:                                      

Пример 39:                                      
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          Ако импликацијата q p¬ ⇒¬  полесно се докажува од импликацијата p q⇒ , тогаш 
се работи за индиректен доказ, бидејќи формулата q p p q¬ ⇒¬ ⇔ ⇒  е тавтологија. 
                                                                                                                          

                             Теоремата: „Ако 
a c
b d
=  и { }, , , \ 0a b c d ∈ , тогаш 

a b c d
b d
− −

= “, може да 

ја докажеме со индиректен доказ.                                                                                                             

Ако 
a b c d

b d
− −

≠  , тогаш 1 1a c
b d
− ≠ − .                                                                                                         

Ако 1 1a c
b d
− ≠ − , тогаш 

a c
b d
≠  , со што теоремата е индиректно докажана. 

 

  

 

 

 

 

 

                                             

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Пример 40:                                      
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     НИВО:РАЗБИРАЊЕ 
 
           Нека  { }, , , ,...M p q r s=  е множество од сите декларативни осмислени реченици за 
кои може да се постави прашањето за вистинитост, а τ  е пресликување од множеството 
M  во множеството A = { ⊤,⊥}. 
 
 
                                                                        
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Елементите на множеството M ги викаме искази. 
                                                                                                                          
                              
                              Реченицата :p „Реката Вардар тече низ Битола“  е исказ, бидејќи   
                            : M Aτ →  и ( )pτ =⊥ . 
   
           Нека  A = {⊤, }⊥ , 2A A A= × = {( ⊤, ⊤ ), (⊤, )⊥ , (⊥ ,⊤ ), ( ),⊥ ⊥ }. Секое пресликување 

од 2A  во A е бинарна логичка операција.                                                                                                                           
                              
                              Пресликувањето 2A A→  зададено со графот 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
е бинарна логичка операција. 
 
 
 

 
                 M                                              A  
                        
                       p •               
                       q •                           •  ⊤ 
                       r •  
                       s •  
                         •                            • ⊥ 
                         •                          
                      
 

 
                 2A                                               
                                                                     A  
                      (⊤,⊤) •               
                      (⊤,⊥) •                      •  ⊤ 

                      (⊥ ,⊤) •  

                      (⊥ , ⊥)•                      •⊥ 
                                                     
                                                                   

Ученикот покажува дека разбира... Ниво Б 

Пример 41:                                      

Пример 42:                                      



33 
 

                                                                                                                                                      
                              Бинарните операции , ,∧ ∨   , ,⇒ ⇔ ги претставуваме со графовите: 

 
                                                                                                                                                    
                              Унарната операциja ¬  ја претставуваме со графот: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2: A A∧ →  
                 2A                                               
                                                                     A  
                      (⊤,⊤)•               
                      (⊤,⊥)•                      •  ⊤ 

                     (⊥ ,⊤) •  

                     (⊥ , ⊥)•                      •⊥ 
                                                     
                                                                   

2: A A∨ →  
                 2A                                               
                                                                     A  
                    (⊤,⊤)•               
                    (⊤,⊥)•                         •  ⊤ 

                   (⊥ ,⊤)  •  

                   (⊥ , ⊥)•                         •⊥ 
                                                     
                                                                   

  ⊻ 2: A A→    
             2A                                               
                                                                     A  
                     (⊤,⊤) •               
                     (⊤,⊥) •                        •⊤ 

                     (⊥ ,⊤) •  

                     (⊥ , ⊥)•                       •⊥ 
                                                     
                                                                   

2: A A⇒ →  
                 2A                                               
                                                                     A  
                      (⊤, ⊤) •               
                      (⊤,⊥) •                        •  ⊤ 

                      (⊥ ,⊤) •  

                     (⊥ , ⊥)•                         •⊥ 
                                                     
                                                                   

2: A A⇔ →  
                 2A                                               
                                                                     A  
                     (⊤, ⊤) •               
                     (⊤,⊥)•                        •  ⊤ 

                     (⊥ ,⊤)  •  

                     (⊥ , ⊥)•                      •  ⊥ 
                                                     
                                                                   

: A A¬ →  
                                                               
              A                                         A  
                     ⊤ •                  •  ⊤ 
                                         
                     ⊥ •                    •⊥ 
                                         
                                                                                                                    

Пример 43:                                      

Пример 44:                                      
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                         Од вистинитосната табела ќе согледаме дека следниве закони со една или 
две променливи се тавтологии. 

:F p q q p∧ ⇔ ∧  - комутативен закон за конјункција 
 

 

 

 

 
 

:F p q q p∨ ⇔ ∨  - комутативен закон за дисјункција 
 

 

 

 

 
 

:F p p∨¬  - закон за исклучување на третото    ( ):F p p¬ ∧¬ - закон за непротивречност 
 
 

 

          

                          :F p q p q⇒ ⇔¬ ∨                                                         ( ):F p p¬ ¬ ⇔  
               - закон за замена на импликација                                     - закон за двојна негација 

 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

p  q  p q∧  q p∧  F  
⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊥ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊤ 

p  q  p q∨  q p∨  F  
⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊤ 

p  p¬  p p∨¬  

⊤ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ 

p  p¬  p p∧¬  ( )p p¬ ∧¬  

⊤ ⊥ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊥ ⊤ 

p  q  p¬  p q⇒  p q¬ ∨  F  
⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

p  p¬  ( )p¬ ¬
 

F  

⊤ ⊥ ⊤ ⊤ 
⊥ ⊤ ⊥ ⊤ 

Пример 45: 
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( ):F p q p q¬ ∧ ⇔ ¬ ∨¬  - Де Морганов закон 

( ):F p q p q¬ ∨ ⇔ ¬ ∧¬  - Де Морганов закон 

 

( ):F p p q p∨ ∧ ⇔  - закон за апсорпција на ∨  спрема ∧  
 

 

 

 

                        

( ):F p p q p∧ ∨ ⇔  - закон за апсорпција на ∧  спрема ∨  
 

 

                 

 

 

                         Од исказните табели ќе согледаме дека се тавтологии следните  правила: 

( )p q p q⇒ ∧ ⇒  - модус поненс                                                                               

( )p q q p⇒ ∧¬ ⇒¬  - модус толенс 

p q q p⇒ ⇔¬ ⇒¬  - правило на контрапозиција 

p  q  p¬  q¬  p q∧  ( )p q¬ ∧  
p q¬ ∨¬  F  

⊤ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ 

p  q  p¬  q¬  p q∨  ( )p q¬ ∨  
p q¬ ∧¬  F  

⊤ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ 

p  q  p q∧  ( )p p q∨ ∧  F  

⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊤ 

p  q  p q∨  ( )p p q∧ ∨  F  

⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊤ 

Пример 46: 
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p q p q p⇒ ⇔ ∧¬ ⇒¬  - правило на контрадикција 

p q p q q⇒ ⇔ ∧¬ ⇒  - правило на контрадикција  

 

 

( )p q p q⇒ ∧ ⇒ - модус поненс 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                  ( )p q p q⇒ ∧ ⇒ - модус толенс 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                      p q q p⇒ ∧¬ ⇒¬  - правило на контрапозиција 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                p q p q p⇒ ⇔ ∧¬ ⇒¬  - правило на контрадикција 
 
 
 
 
 
 
  
                                 
                              

p  q  p q⇒  ( )p q p⇒ ∧
 

F  

⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊥ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ 

p  q  p¬  q¬  p q⇒  ( )p q q⇒ ∧¬
 

F  

⊤ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ 
⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ 
⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

p  q  p¬  q¬  p q⇒  q p¬ ⇒¬  F  
⊤ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ 
⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ 
⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

p  q  p¬  q¬  p q⇒  p q∧¬  p q p∧¬ ⇒¬  F  
⊤ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ 
⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ 
⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ 
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p q p q q⇒ ⇔ ∧¬ ⇒  - правило на контрадикција 

 
 
 
 
 
 
  
                                 
                        Со шрафура, множествата ; ; \ ; \ ;A B A B A B B A A B∪ ∩  се 
претставуваат: 

        A                  B                              A                  B                                 A                   B  

                                     
              A B∪                                             A B∩                                                  \A B  
 
                                       A                   B                      A             B  

                                          
                                               \B A                                    A B  

                        Нека { } { }1,2, , ; , ,3, 4A a b B a b= = , тогаш важат законите: 

A B B A∩ = ∩   - комутативен закон за ∩  , бидејќи { } { }, ; ,A B a b B A a b∩ = ∩ =  

A B B A∪ = ∪  - комутативен закон за ∪  , бидејќи 
{ } { }1, 2, , ,3, 4 ; 1,2, , ,3, 4A B a b B A a b∪ = ∪ =  

( )A A B A∪ ∩ =  - апсорпција на ∪  спрема ∩  , бидејќи 

( ) { } { } { }1,2, , , 1, 2, ,A A B a b a b a b A∪ ∩ = ∪ = =  

( )A A B A∩ ∪ =  - апсорпција на ∩  спрема ∪ , бидејќи 

( ) { } { } { }1,2, , 1, 2, , ,3, 4 1,2, ,A A B a b a b a b A∩ ∪ = ∪ = =  

p  q  p¬  q¬  p q⇒  p q∧¬  p q q∧¬ ⇒  F  
⊤ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ 
⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ 
⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ 

Пример 47: 

Пример 48: 
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       Нека се дадени две исказни функции ( )xP  и ( )xQ  во множеството D , а ( )P xM и  ( )Q xM
се множества решенија на исказната функција, тогаш за исказните функции 
( ) ( ) ( ) ( );P x Q x P x Q x∨ ∧  во D , множества решенија се: 

 ( ) ( ) ( ) ( )P x Q x P x Q xM M M∨ = ∪  

( ) ( ) ( ) ( )P x Q x P x Q xM M M∧ = ∩  
 

 

                        Нека ( ) { }: 2 | 0,1, 2,3,...,12P x x x D∧ ∈ =  и  

                                 ( ) { }: 3 | 0,1, 2,3,...,12Q x x x D∧ ∈ =  

( ) { }0,2,4,6,8,10,12P xM =   ,  ( ) { }0,3,6,9,12Q xM =      

( ) ( ) ( ) ( ) { }0,2,3,4,6,8,9,10,12P x Q x P x Q xM M M∨ = ∪ =  

( ) ( ) ( ) ( ) { }0,6,12P x Q x P x Q xM M M∧ = ∩ =  
 
         Негација на исказите во кои учествуваат исказни функции и квантори, се прави со 
еквиваленција. 

( ) ( )( ) ( ) ( )x P x x P x¬ ∀ ⇔ ∃ ¬   

( ) ( )( ) ( ) ( )x P x x P x¬ ∃ ⇔ ∀ ¬  
 

                        Дадено е множеството  { }10 1, 2,3,..,10=  и исказите 

                       ( )10 2 |x x∀ ∈  и ( )10 3 |x x∃ ∈ , тогаш: 

( )( ) ( )10 102 | 2 |x x x x¬ ∀ ∈ ⇔ ∃ ∈ /     и  ( )( ) ( )10 103 | 3 |x x x x¬ ∃ ∈ ⇔ ∀ ∈ /   
 
         Ја разгледуваме импликацијата p q⇒  и табелата: 
 

p  q  p q⇒   
⊤ ⊤ ⊤ 1 
⊤ ⊥ ⊥ 2 
⊥ ⊤ ⊤ 3 
⊥ ⊥ ⊤ 4 

 
Формулата :F p q⇒  е условна форма на теорема,  
само во еден случај, и тоа:   

:p „Триаголникот е правоаголен.“ 
:q  „Збирот на квадратите над катетите е еднаков со квадратот над хипотенузата“.                                               

( )pτ =⊤  ,  ( )qτ =⊤ и уште q  е логичко следство од p . 
 

Пример 49: 

Пример 50: 
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Во следните случаи, p q⇒  не е теорема: 
1) :p „Квадратот е паралелограм.“ 
    :q  „Збирот на квадратите над катетите е еднаков со квадратот над хипотенузата.“ 
    ( )pτ =⊤  , ( )qτ =⊤ , но q  не е логичко следство од p . 
 
2) :p „ Квадратот е паралелограм.“ 

    :q  „Збирот на внатрешните агли во триаголникот е 360 .“                                                                           

( )pτ =⊤  , ( )qτ =  ⊥ 
 
3) :p „Триаголникот е круг.“ 

    :q  „Збирот на внатрешните агли во триаголникот е 180 .“ 
    ( )pτ =⊥ , ( )qτ =⊤                                           
 
4) :p „Триаголникот е круг." 

    :q  „Збирот на внатрешните агли во триаголникот е 360 .“ 
    ( )pτ =⊥ , ( )qτ =⊥                                            
 
          Докажувањето на теоремата: „Ако 2 | 3 |x x∧ , тогаш 6 | x “ го изведуваме со 
напредување. 

: 2 | 3 |p x x∧  е претпоставка или теза. 
Бараме логичко следство од исказот : 2 | 3 |p x x∧ , а тоа е исказот 

( )1 : , 2 3r a b x a x b∃ ∈ = ∧ =  , , .a b∈  

( )1p rτ ⇒ = ⊤ 

Бараме логичко следство од исказот 1r , а тоа е исказот 2 : 3 6 , 2 6r x a x b= = .  

( )1 2r rτ ⇒ =⊤ 

Бараме логичко следство од исказот 2r , а тоа е исказот ( )3 : 6 6 , .r x a b c c= − = ∈  

( )2 3r rτ ⇒ =⊤ 

Бараме логичко следство од исказот 3r , а тоа е исказот : 6 |q x - заклучок 

( )3r qτ ⇒ =⊤ 
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Попрактично е запишувањето:              : 2 | 3 |p x x∧  

                                                                            ⇓  

                                                                1

2
:

3
x a

r
x b
=

 =
 

⇓  

2

3 6
:

2 6
x a

r
x b
=

 =
 

⇓  
( )3 : 6 6 ,r x a b c c= − = ∈  

⇓  
: 6 |q x  , 

каде што p  е претпоставка, q  е заклучок, 1 2 3, ,r r r  се аргументи, а целиот запис се вика 
демонстрација. 
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1.  Одреди ја вистинитосната вредност на исказите:  

а) 2
2

 е рационален број;    б) 13 е прост број;   в) 0 е природен број;   г) 9 е прост број 

 2.  Определи кои од следните искази се вистинити: 

а) 2 5 5 2− = −      б) 2 5 5 2− = −      в) 2 2 22 3 5+ =    г) 2 0,3 0,06⋅ =  

 3.  Определи кои од следните искази се вистинити: 

а) ( ) ( )2 |x x∀ ∈     б) ( ) ( )2 |x x∃ ∈      в) ( ) ( )| 6x x∃ ∈      г) ( ) ( )| 6x x∀ ∈  

 4.  Изврши негација на изразите: 

а) 3 5≤       б) 7 3>        в) ( ) ( )5 |x x∃ ∈      г) ( ) ( )2 3x x∀ ∈ + ≠  

 5. Дадени се исказите : 2 3 , : 2 3 5 , : 2 |10p q r> + = . Одреди ја логичката вредност на 
исказите: а) p q r∧ ⇒ ;   б) p q r∨ ∧ ;   в) p q r⇒ ∧¬ ;    г) p ⊻ q r∧ . 

 6. Со вистинитосни таблици испитај ги логичките вредности на исказните формули: 

а) p q q p∧ ⇔ ∧ ;   б) p q q p⇒ ⇔ ⇒ ;   в) p  ⊻ q q⇔  ⊻ p ;   г) ( ) ( )p q q p⇔ ⇔ ⇔ . 

 7. Нека { } { }1,2,3,4 , 3,4,5,6A B= = . Одреди: 
( ) ( ); ; \ ; \ ; ; \ \A B A B A B B A A B A B B A∪ ∩ ×  

 8. Нека е дадена исказната функција ( ) { }: 4 | 0,1, 2,3,.., , 20P x x x D∧ ∈ = .                              

Одреди ( )P xM
 
и  ( ) ( )'P x P xM M¬=  

 9. Нека ( ) 2 2 2, , : , , , 2 .P x y z x y z x y z x z y+ = ∈ ∧ + =  Одреди ( ), , .P x y zM
 
 

10. Нека { } { }2,3,4 ; 4,5,6 .A B= =  Провери го равенството ( ) ( ).A A B A A B∪ ∩ = ∩ ∪  

11. Користејќи го знакот за импликација ⇒ , запиши ги пократко следните реченици: 

а) Ако  0 0x y= ∧ = , тогаш 0x y+ =  ;          б) 0x y⋅ = ако  0 0x y= ∨ = . 

   ЗАДАЧИ ОД НИВО А И НИВО Б : 
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12. Нека со ( )F p  е означена формулата ((⊤ )p⇒ ⇒ ⊤) p⇒ .                                                  

Одреди F (⊤), F (⊥) , F ( F (⊤)). 

13. Во секоја од три кутии се наоѓа по едно топче, или бело или црно или зелено. На 
првата кутија пишува „бела кутија“, на втората пишува „црна кутија“, а на третата „бела 
или зелена“ кутија. Меѓутоа ниеден од натписите не одговара на вистината. Одреди каде 
е секое од топчињата. 

14. Реши ја по x  формулата:                                                                                                                     
а) { }2 1, ,3, 4x∈                    б) { } { }1,5 1,2, , 4,10x⊂                  в) { } { }1,5 1, 2, , 4,10x∈  

15. Во едно училиште има 60 наставници, од кои 39 пијат кафе, 28 пијат чај, а 16 пијат и 
чај и кафе. Има ли наставници кои не пијат ниту чај ниту кафе?  

16. Следните формули реши ги по p∈{ ⊤,⊥ }.                                                                                                                    

а) τ (⊤ )p∧ = ⊤                    б) τ ((⊤ )p∧ ∧ ⊤)=⊤                       в) τ ((⊥ )p∧ ∨ ⊥)=⊥                                      

17. Одреди ги вистинитосните вредности на p  и q  од формулите:                                                       

а) ( )( )q q pτ ∨¬ ⇒ =⊥       б) ( )( )q qτ ¬ ∧ = ⊥                             

18. Нека  { }: | 4 | 2 , 1, 2,3 .F x x x⇒ ∈  За секоја вредност на x D∈  одреди ја 
вистинитосната вредност на формулата. 
 
19. Определи кои од следните тврдења се аксиоми:                                                                                        
а) Низ две различни точки во рамнината минува една и само една права.                           
б) Ако 2 | 7 |x x∧ , тогаш и 14 | x за x∈ .                                                                                                         

в) ( ) 0a a+ − =  за секое .a∈      

20. Дали тврдењето „Ако a c b c+ = + , тогаш a b= , за секои , ,a b c∈ “ е основно или 
изведено? Ако е изведено, тогаш кое основно тврдење е користено? 

21. Покажи дека исказните формули ( ) ( )1 :F p q q p¬ ∨ ∧ ¬ ∨  и ( ) ( )2 :F p q q p⇒ ∧ ⇒ се 

логички еквивалентни. 
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  НИВО: ПРИМЕНА     

            

        Дефинициите не се искази, бидејќи не може да се зборува за нивната вистинитост. 

                                Четириаголник со два пара паралелни страни е паралелограм. 

        Основните (првичните) тврдења, т.е. аксиомите се искази. 

                                Низ две различни точки минува една и само една права. 

           Изведените  тврдења (теоремите) се искази. 

                                Висините спуштени кон краците во рамнокрак триаголник се еднакви. 

        Логичките операции може да ги претставиме со табели - Кејлиеви шеми: 

                                                       Конјункција  „∧“ 

                                                                                             

 
 
                                                                               
 

Неутрален елемент е „⊤“ , бидејќи τ ( p∧ ⊤)= τ (⊤ p∧ )= ( )pτ . 

 
                                                      Дисјункција  „∨ “ 

                                                                                             

 
 
                                                                               
 

Неутрален елемент е „⊥“ , бидејќи τ ( p∨ ⊥)= τ (⊥ p∨ )= ( )pτ . 

 
                                                     Импликација  „⇒ “ 

                                                                                             

 
 
                                                                               
 
 
Неутрален елемент за импликацијата, не постои. 
 
 

∧  ⊤ ⊥ 

⊤ ⊤ ⊥ 

⊥ ⊥ ⊥ 

∨  ⊤ ⊥ 

⊤ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊥ 

⇒  ⊤ ⊥ 

⊤ ⊤ ⊥ 

⊥ ⊤ ⊤ 

Пример 51:              

Пример 52:              

Ученикот треба да го примени своето 

знаење и разбирање 

Ниво В 

Пример 53:              
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                                                  Еквиваленција „⇔  “ 
                                                                                             

 
 
                                                                               
 

Неутрален елемент е „⊤“ , бидејќи τ ( p ⇔⊤)= τ (⊤ p⇔ )= ( )pτ . 

 
                                             Исклучна дисјункција  „ ⊻ “ 
                                                                                             

 
 
                                                                               
 

Неутрален елемент е „⊥“ , бидејќи τ ( p ⊻ ⊥)= τ (⊥ ⊻ p )= ( )pτ . 

 
        За логичките операции ⇔  и ⊻ важи:                                                                             

( ) (p q p¬ ⇔ ⇔ ⊻ )q       и      ( p¬ ⊻ ( ))q p q⇔ ⇔  

                                                                                                                                                                      

Со цифрите 1 и 2 може да напишеме                           Ако наместо 1 ставиме ⊤, а наместо                                                                                        

осум трицифрени  броеви и тоа:                                               2 ставиме ⊥, добиваме:    

                           111 211                                                                          ⊤ ⊤ ⊤             ⊥ ⊤ ⊤ 

                           112 212                                                                          ⊤ ⊤ ⊥             ⊥ ⊤ ⊥ 

                           121 221                                                                          ⊤ ⊥ ⊤             ⊥ ⊥ ⊤ 

                           122 222                                                                          ⊤ ⊥ ⊥             ⊥ ⊥ ⊥  

                                                                           што ги претставува сите можни случаи при 
                                                                      проверување на логички формули со три искази. 
                                                                                    

                                          Формулата :F p q r⇒ ∧¬  е неутрална исказна формула , што се       

согледува од следната таблица на вистинитосни вредности.      
                

p
 

q
 r  r¬

 
q r∧¬

 
p q r⇒ ∧¬

 

⊤ ⊤ ⊤ ⊥ ⊥ ⊥ 

⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊥ 

⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ 

⇔  ⊤ ⊥ 

⊤ ⊤ ⊥ 

⊥ ⊥ ⊤ 

⊻ ⊤ ⊥ 

⊤ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊥ 

Пример 54:              

Пример 55:              
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                                          Со вистинитосна таблица ќе покажеме дека правилото за изведување 

заклучок ( ) ( ) ( )p q q r p r⇒ ∧ ⇒ ⇒ ⇒ , наречено хипотеричен силогизам, е тавтологија.                     

p
 

q
 r  p q⇒

 
q r⇒

 
p r⇒

 ( ) ( )p q q r⇒ ∧ ⇒  ( ) ( ) ( )p q q r p r⇒ ∧ ⇒ ⇒ ⇒  

⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊥ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

                                                                                           

 
                                          Со табела на вистинитосни вредности ќе ги одредиме вистинитосните 

вредности на формулите: ( ) ( ) ( )1 :F p q q r r p∨ ∧ ∨ ∧ ∨  и ( ) ( ) ( )2 :F p q q r r p∧ ∨ ∧ ∨ ∧ .                     

p
 

q
 r  p q∨

 
q r∨

 
r p∨

 ( ) ( )p q q r∨ ∧ ∨  1F  

⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊥ 

⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊥ 

⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ 

                       

 

p
 

q
 r  p q∧

 
q r∧

 
r p∧

 ( ) ( )p q q r∧ ∨ ∧  2F  

⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ 

⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ 

⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ 

Пример 56:              

Пример 57:              
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Формулите и 1F  и 2F  се логички еквивалентни, па 1 2F F⇔ е тавтологија, т.е. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p q q r r p p q q r r p∨ ∧ ∨ ∧ ∨ ⇔ ∧ ∨ ∧ ∨ ∧  се нарекува  Дедекиндова 

тавтологија. 
                                                                    
                                          Со вистинитосна таблица ќе покажеме дека формулата за      

( ):F p q p q r r⇒ ⇔ ∧¬ ⇒ ∧¬  наречена правило на контрадикција, каде r е произволен 

исказ, е тавтологија.                     

p
 

q
 r  q¬

 
r¬

 
p q⇒

 
p q∧¬

 
r r∧¬

 
p q r r∧¬ ⇒ ∧¬

 F  

⊤ ⊤ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ 

                                                                                           

 
        Некои исказни формули може да се докажат дека се тавтологии со доведување до 
противречност, како во следниот пример.  
 

                                        ( ):F p q p q⇒ ∧ ⇒   

Според табелата за импликација: ( τ ( p q⇒ ) p∧ )=⊤  ,  ( )qτ =⊥  е случајот кога формулата 

не би била тавтологија. Ако се добие дека ова не може да се случи, тогаш формулата е 
тавтологија. 

Значи, претпоставуваме дека ( τ ( p q⇒ ) p∧ )=⊤  ,  ( )qτ =⊥ . Нека ( τ ( p q⇒ ) p∧ )=⊤ , 

тогаш τ ( p ⇒ ⊥)=⊤   и  ( )pτ = ⊤ , но ( )pτ = ⊥ , што значи дека добивме контрадикција. 

Случајот не е можен, па формулата е тавтологија. 
 
        Со помош на законот за двојна негација, законот за замена на импликација, замена 
на еквиваленција и Де Моргановите закони, т.е. 
 

... p p¬¬¬ ¬ ⇔ ;      ... p p¬¬¬ ¬ ⇔ ¬ ; 

 парен број                      непарен број 
 

p q q p⇒ ⇔ ¬ ∨ ;      ( ) ( ) ( )p q p q q p⇔ ⇔ ⇒ ∧ ⇒  

                                                               ( ) ( )p q q p⇔ ¬ ∨ ∧ ¬ ∨ ;                

 ( ) ( )p q p q¬ ∨ ⇔ ¬ ∧¬ ;  ( ) ( )p q p q¬ ∧ ⇔ ¬ ∨¬   исказните формули може да се 

трансформираат во конјункна форма, дисјункна форма и конјункно-дисјункна форма.         
 

Пример 58:              

Пример 59:              
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                                        Формулата :F p q p⇒ ⇒¬
 
претставена во дисјункна форма е: 

                                       p q p p q p⇒ ⇒ ¬ ⇔ ¬ ∨ ⇒ ¬  

                                                                   ( )p q p⇔ ¬ ¬ ∨ ∨ ¬ . 

Во конјункно-дисјункна форма: p q p p q p⇒ ⇒ ¬ ⇔ ¬ ∨ ⇒ ¬  

                                                                   ( )p q p⇔ ¬ ¬ ∨ ∨ ¬  

                                                                   ( )p q p⇔ ∧¬ ∨ ¬ . 

Во конјункна форма: p q p p q p⇒ ⇒ ¬ ⇔ ¬ ∨ ⇒ ¬  

                                                                   ( )p q p⇔ ¬ ¬ ∨ ∨ ¬  

                                                                   ( )p q p⇔ ∧¬ ∨ ¬  

                                                                   ( )( )p q p⇔ ¬ ¬ ∧¬ ∧ . 

 
        Нека се дадени две множества со графичкиот приказ: 
 

A             B  

 
Тогаш, симетричната разлика на множествата може да се претстави со: 

{ |A B x x A= ∈△ ⊻ x B∈ };  ( ) ( )\ \A B A B B A= ∪△ ;  

( ) ( )\A B A B A B= ∪ ∩△ ;  ' 'A B A BA B A B∪ ∪= ∪△ . 

 

                                 Нека { }| | 6 ,A x x x= ∈ℕ и { }| 2 1, , 4B x x k k k= = − ∈ ≤ℕ , тогаш: 

{ }1,3A B∩ =
                      

{ }' 5, 7A BA ∪ =
              

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }\ \ 2,5 , 2,7 , 6,5 , 6,7A B B A× =
 

{ }1, 2,3,5, 6, 7A B∪ =
        

{ }' 2, 6A BB ∪ =
               

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2
\ 2,2 , 2,6 , 6,2 , 6,6A B =  

{ }\ 2, 6A B =                            { }2,5,6,7A B =△  

{ }\ 5, 7B A =                                                                                                                     

 
        Докажувањето на законите за операции со множествата може да го изведеме на 

следните начини: 

а) со користење на еднаквост на множества; 

б) со трансформација во исказни формули, кои што се проверуваат дека се тавтологии; 

в) со табела за припадност на елементите на множествата. 

  

Пример 60:              

Пример 61:              
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                                        Комутативниот закон на унијата на две множества може да го 
докажуваме на следните начини: 
 
а) Треба да докажеме дека ABBA ∪=∪ . 

Нека L A B= ∪  и .D B A= ∪  

Од x L x A B x A x B x B x A x B A x D∈ ⇒ ∈ ∪ ⇒ ∈ ∨ ∈ ⇒ ∈ ∨ ∈ ⇒ ∈ ∪ ⇒ ∈ ⇒  

          L D⇒ ⊆  

Од x D x B A x B x A x A x B x A B x L∈ ⇒ ∈ ∪ ⇒ ∈ ∨ ∈ ⇒ ∈ ∨ ∈ ⇒ ∈ ∪ ⇒ ∈ ⇒  

          D L⇒ ⊆  

Од L D⊆  и D L⊆ ⇒ L D=  т.е. ABBA ∪=∪ . 

 

б)        ABBA ∪=∪  , Axp ∈:
 и Bxq ∈:   

          ⇕  

ABxBAx ∪∈⇔∪∈   за секој x  

          
⇕

 
( ) ( )AxBxBxAx ∈∨∈⇔∈∨∈   за секој x  

          
⇕

 
pqqp ∨⇔∨  

          
⇕

 
           ⊤ 

 
в)  
 
                                        

                                                                    

 

Од еднаквоста на последните две колони, следува равенството. 

        Со трансформација на сложените исказни функции во дисјункна, конјункна и 

дисјункно-конјункна  форма, можат да се одредуваат множества решенија на 

посложените исказни функции. 

 

                                        Во множеството { }0,1, 2,...,10,11,12D =  дадени се исказните функции 

( ) :3|P x x  и ( ) :3 10Q x x≤ ≤ . Множествата решенија на исказните функции 

( )xP , ( )xQ  , ( )xP¬ ,  ( )xQ¬ ,  ( ) ( )xQxP ∧ , ( ) ( )xQxP ∨ ,  ( )xP  ⊻ ( )xQ ,  

( ) ( )P x Q x⇒ ,  ( ) ( )xQxP ⇔   редоследно изнесуваат: 

A  B  BA∪  AB∪  

∈  ∈  ∈  ∈  

∈  ∉ ∈  ∈  
∉ ∈  ∈  ∈  

∉ ∉ ∉ ∉ 

Пример 62:              

Пример 63:              
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( ) { }0,3,6,9,12
P x

M = ,    ( ) { }3, 4,5,6,7,8,9,10
Q x

M = ,      

( ) ( ) ( ) { }' \ 1, 2,4,5,7,8,10,11
P x P x P x

M M D M¬ = = = ,   ( ) ( ) ( ) { }' \ 0,1,2,11,12
Q x Q x Q x

M M D M¬ = = = , 

( ) ( ) ( ) ( ) { }3,6,9 ,
P x Q x P x Q x

M M M∧ = ∩ =   ( ) ( ) ( ) ( ) { }0,3, 4,5,6,7,8,9,10,12 ,
P x Q x P x Q x

M M M∨ = ∪ =  

MP(x)  Q(x)= ( ) ( ) { }0,4,5,7,8,10,12
P x Q x

M M =△   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) { }1,2,3, 4,5,6,7,7,8,9,10,11
P x Q x P x Q x P x Q x

M M M M⇒ ¬ ∨ ¬= = ∪ =  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
{ } { } { }1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11 0,1, 2,3,6,9,11,12 1,2,3,6,9,11

P x Q x P x Q x Q x P xP x Q x Q x P x
M M M M M M⇔ ¬ ¬¬ ∨ ∧ ¬ ∨

= = ∪ ∩ ∪ =

= ∩ =  

Дека ( ) ( )( )P x Q x¬ ⇔ ⇔ ( )P x ⊻ ( )Q x  се согледува од: 

M (P(x)  Q(x))= ( ) ( )\
P x Q x

D M ⇔ , т.е. { } { }0, 4,5,7,8,10,12 \ 1, 2,3,6,9,11D= . 
 

        При докажување на теоремата p q⇒ , треба импликацијата  p q⇒  да биде 

правилно изведен заклучок. Тоа се постигнува со правилото  „хипотетичен силогизам“, 

шематски прикажано: 

1 1 2, ,..., kp r r r r q

p q

⇒ ⇒ ⇒
⇒

 

Сега треба заклучокот q  да биде правилно изведен заклучок. Тоа се постигнува со 

правилото „модус поненс“, шематски прикажано: 

,p q p

q

⇒
 

Ако се докажува индиректно, со контрапозиција,тогаш: 

1 1 2, ,..., kq s s s s p

q p

¬ ⇒ ⇒ ⇒ ¬
¬ ⇒ ¬

  - Хипотетичен силогизам 

q p

p q

¬ ⇒ ¬
⇒

  - Правило на контрапозиција 

,p q p

q

⇒
 - Модус поненс 
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Ако се докажува индиректно со некое правило на контрадикција, на пример 

p q p q p⇒ ⇔ ∧¬ ⇒ ¬ , тогаш: 

1 1 2, ,..., kp q t t t t p

p q p

∧¬ ⇒ ⇒ ⇒ ¬
¬ ∧¬ ⇒ ¬

  - Хипотетичен силогизам 

p q p

p q

∧¬ ⇒ ¬
⇒

  - Правило на контрадикција 

,p q p

q

⇒
 - Модус поненс 

Значи q  е правилно изведен заклучок, а со тоа теоремата е докажана. 

                                        Докажи дека ( )1
2 , .a a

a

++ ≥ ∀ ∈ℝ                                                                        

Тврдиме дека ( )1
2 , .a a

a

++ ≥ ∀ ∈ℝ                                                                                                  

Бараме причина за 
1

2a
a

+ ≥ , а тоа е 
2 1 2a a+ ≥ .                                                                                  

Бараме причина за 
2 1 2a a+ ≥  , а тоа е 

2 2 1 0a a− + ≥ .                                                                            

Бараме причина за 
2 2 1 0a a− + ≥ , а тоа е ( )2

1 0a − ≥ , а ова е точно неравенство.                  

Сега,     ( )2
: 1 0p a − ≥                                                                                                                                            

          ⇓  

  
2

1 : 2 1 0r a a− + ≥            

          
⇓

 
    

2

2 : 1 2r a a+ ≥  

          
⇓

 

       ( )1
: 2 , .q a a

a

++ ≥ ∀ ∈ℝ                                                                              

1 1 2 2, ,p r r r r q

p q

⇒ ⇒ ⇒
⇒

 - Хипотетичен силогизам ;   
,p q p

q

⇒
 - Модус поненс                              

Значи,  ( )1
2 ,a a

a

++ ≥ ∀ ∈ℝ  е правилно изведен заклучок.                              

                                        Докажи дека секоја точка од симетралата на една отсечка е еднакво  

оддалечена од крајните точки на таа отсечка. 

Доказ: 0:p MM е симетрала на отсечката AB ,    :q AM BM=  

Пример 64:              

Пример 65:              



51 

 

 

 

 

                                                                                                                                                     
                                                                                             

  

     :q AM BM¬ ≠  

⇓  

1 0 0:s AM M BM M≅/△ △  

⇓
 

2 0 0 0 0:s AM BM MM A MM B≠ ∨ ≠∢ ∢
 

⇓
 

0:p MM¬  не е симетрала на отсечката AB  

1 1 2 2, ,q s s s s p

q p

¬ ⇒ ⇒ ⇒ ¬
¬ ⇒ ¬

  - Хипотетичен силогизам;  

q p

p q

¬ ⇒ ¬
⇒

  - Правило на контрапозиција;      
,p q p

q

⇒
 - Модус поненс 

Значи,  AM BM=  е правилно изведен заклучок.                              

                                        Докажи дека: Ако правите  , ,a b c  припаѓаат на една рамнина при што   

                               a b�  и  правата c  ја сече правата a , тогаш c  ја сече и правата b . 

Доказ: 
 

              :p a b c a∧� �  

           :q c b�  

 

 

 

 

 

          
:p q a b c a c b∧¬ ∧ ∧� � �  

⇓  

:r r∧¬  (низ точката M минуваат две прави a  и c  паралелни со ,b  но според аксиомата: 

„Низ дадена точка ( )M што не лежи на дадена права ( )b минува една и само една права 

паралелна со дадената“). 

Пример 66:              
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p q r r

p q

∧¬ ⇒ ∧¬
⇒

 - Правило на контрадикција 

,p q p

q

⇒
 - Модус поненс 

Значи q  е правилно изведен заклучок, а со тоа теоремата е докажана. 

     Теоремата: „Тежишната линија at , е еднакво оддалечена од темињата B и C  на

ABC△ “  ја докажуваме со: 

а) Синтетички доказ 1: ap t AA=  е тежишна линија

⇓

1 1CA BA=   - 1A  е средина на BC  

 1 :r  1 2α = α   - накрсни агли

1 1 2 290 90β = −α = −α =β� �

⇓

2 1 1:r CNA BMA≅△△ - признак АСА

⇓
:q CN BM=

1 1 2 2, ,p r r r r q

p q

⇒ ⇒ ⇒
⇒

 - Хипотетичен силогизам; 
,p q p

q

⇒
 - Модус поненс 

Значи, q  е правилно изведен заклучок, а со тоа теоремата е докажана. 

 б) Аналитички доказ :q CN BM=

⇑

2 1 1:r CNA BMA≅△ △ - признак АСА

⇑

1 1CA BA=   - 1A  е средина на BC  

1 :r  1 2α = α   - накрсни агли

1 1 2 290 90β = −α = −α =β� �

⇑
1: ap t AA=  е тежишна линија

1 1 2 2, ,q s s s s p

q p

⇐ ⇐ ⇐
⇐

 - Хипотетичен силогизам; 
,p q p

q

⇒
 - Модус поненс 

Значи,  q  е правилно изведен заклучок, а со тоа теоремата е докажана. 
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 в) Индиректен доказ со правило на контрапозиција 

  :q CN BM¬ ≠  

⇓  

1 1 1:t CNA BM A≅/△ △  

⇓
 

2 1 1 1 2 1 2:t CA BA≠ ∨ α ≠ α ∨ β ≠β
 

⇓
 

                                                        
: ap t¬  не е тежишна линија 

1 1 2 2, ,q t t t t p

q p

¬ ⇒ ⇒ ⇒ ¬
¬ ⇒ ¬

  - Хипотетичен силогизам;  

q p

p q

¬ ⇒ ¬
⇒

  - Правило на контрапозиција;     
,p q p

q

⇒
 - Модус поненс 

Значи, q  е правилно изведен заклучок, а со тоа теоремата е докажана.                          
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НИВО: АНАЛИЗА, СИНТЕЗА И ВРЕДНУВАЊЕ   

        Со помош на логичките закони дадени во ниво А и само со нив, може да се 

докажуваат дека се тавтологии следните исказни формули кои претставуваат закони или 

правила.  

Модус поненс 

► ( )p q p q⇒ ∧ ⇒  - (замена за импликација) 

( )p q p q⇔ ¬ ∨ ∧ ⇒  - (дистрибутивен закон за ∧ во однос на∨ ) 

( ) ( )p q q p q⇔ ¬ ∧ ∨ ∧ ⇒  - (закон за противречност) 

⇔ ⊥ ( )q p q∨ ∧ ⇒    (⊥ A A∨ ⇔ ) 

( )q p q⇔ ∧ ⇒  - (замена за импликација) 

( )q p q⇔ ¬ ∧ ∨  - (Де Морганов закон) 

( )q p q⇔ ¬ ∨¬ ∨  - (комутативен закон) 

( )p q q⇔ ¬ ∨ ¬ ∨  - (асоцијативен закон) 

( )p q q⇔ ¬ ∨ ¬ ∨  - (закон за исклучување на третото) 

p⇔ ¬ ∨ ⊤  - ( A ∨ ⊤ ⇔ ⊤) 

⇔  ⊤     

 
Модус толенс 
 

► ( )p q q p⇒ ∧¬ ⇒ ¬ - (замена за импликација) 

( )p q q p⇔ ¬ ∨ ∧¬ ⇒ ¬  - (дистрибутивен закон за ∧ во однос на∨ ) 

( ) ( )p q q q p⇔ ¬ ∧¬ ∨ ∧¬ ⇒ ¬  -  (закон за противречност) 

( )p q⇔ ¬ ∧¬ ∨  ⊥ p⇒ ¬  - (⊥∨ A A⇔ ) 

p q p⇔ ¬ ∧¬ ⇒ ¬ - (замена за импликација) 

( )p q p⇔ ¬ ¬ ∧¬ ∨ ¬  - (Де Морганов закон) 

( )p q p⇔ ∨ ¬ ∨ ¬
 
- (комутативен закон) 

( )q p p⇔ ¬ ∨ ∨ ¬ - (асоцијативен закон) 

( )q p p⇔ ¬ ∨ ∨ ¬ - (закон за исклучување на третото) 

q⇔ ¬ ∨ ⊤  - ( A ∨ ⊤⇔ ⊤) 

⇔  ⊤     

Ниво Г Ученикот треба да користи логичко следство 
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Хипотетичен силогизам 

► ( ) ( ) ( )p q q r p r⇒ ∧ ⇒ ⇒ ⇒  - (замена за импликација) 

( ) ( ) ( )p q q r p r⇔ ¬ ∨ ∧ ¬ ∨ ⇒ ¬ ∨  - (замена за импликација Де Морганови закони) 

( ) ( ) ( )p q q r p r⇔ ∧¬ ∨ ∧¬ ∨ ¬ ∨
 
- (асоцијативен закон) 

( )( ) ( )( )p q p q r r⇔ ∧¬ ∨¬ ∨ ∧¬ ∨  - (дистрибутивен закон) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )p p q p q r r r⇔ ∨¬ ∧ ¬ ∨¬ ∨ ∨ ∧ ¬ ∨  - (закон за исклучување на третото ) 

⇔ (⊤ ( )q r∧ ¬ ∨¬ )∨ ( ( )q r∧ ∧ ⊤) - (⊤ A A∧ ⇔ ) 

( ) ( )q p q r⇔ ¬ ∨ ¬ ∨ ∨  - (асоцијативен закон) 

( ) ( )q q p r⇔ ¬ ∨ ∨ ¬ ∨  - (закон за исклучување на третото) 

⇔  ⊤ ( )p r∨ ¬ ∨   - (⊤∨ A ⇔ ⊤) 

⇔  ⊤    

 
 
                                    Исказната формула p q p⇔ ⇒ ¬ трансформирана во конјункно-

дисјункна форма и упростена е на следниов начин: 
 

      
p q p⇔ ⇒ ¬ - (замена за импликација) 

p q p⇔ ⇔ ¬ ∨¬    - (замена за еквиваленција) 

( )( ) ( )( )p q p q p p⇔ ⇒ ¬ ∨¬ ∧ ¬ ∨¬ ⇒  - (замена за импликација)   

( )( ) ( )( )p q p q p p⇔ ¬ ∨ ¬ ∨¬ ∧ ¬ ¬ ∨¬ ∨    - (Де Морганови закони) 

( ) ( )( )q p p q p⇔ ¬ ∨¬ ∧ ∧ ∨   - (апсорпција на ∨ спрема∧ ) 

( )p q p⇔ ¬ ∨ ¬ ∧    - (дистрибутивен закон) 

( ) ( )p p q p⇔ ¬ ∧ ∨ ¬ ∧    - (закон за противречност) 

⇔ ⊥ ( )q p∨ ¬ ∧   - (⊥∨ A A⇔ ) 

q p⇔ ¬ ∧     

 
         

         Нека  А и B се произволни, но фиксни (константни) множества и 0x е фиксен, но 

произволен елемент и нека  0:p x A∈ и 0:q x B∈
 и 

                                         A                                       B 
p  q  qp ∨  

⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊥ 

 

                                                           

Пример 67:              

x0  

x0  
x0  

x0  
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Според графичкиот приказ можеме да запишеме:                                                                                     

                           ( )( )( ),x A B U x A x B x A B∀ ⊂ ∈ ∨ ∈ ⇔ ∈ ∪ , т.е.  

                                    { }|A B x x A x B∪ = ∈ ∨ ∈  

Заклучок: За операцијата ∨ аналогна е операцијата ∪ , т.е. на p q∨  аналогно е P QM M∪ . 

     

         Нека  А и B се произволни, но фиксни (константни) множества и 0x е фиксен, но 

произволен елемент и нека  0:p x A∈ и 0:q x B∈
 и 

                                         A                                       B 
p  q  p q∧  

⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊥ 

⊥ ⊤ ⊥ 

⊥ ⊥ ⊥ 

 

                                                              

Според графичкиот приказ можеме да запишеме:                                                                                               

                           ( )( )( ),x A B U x A x B x A B∀ ⊂ ∈ ∧ ∈ ⇔ ∈ ∩ , т.е.  

                                    { }|A B x x A x B∩ = ∈ ∧ ∈  

Заклучок: За операцијата ∧  аналогна е операцијата ∩ , т.е. на p q∧  аналогно е P QM M∩  

   

         Нека  А и B се произволни, но фиксни (константни) множества и 0x е фиксен, но 

произволен елемент и нека  0:p x A∈ и 0:q x B∈
 и 

                                         A                                       B 
p  q  p ⊻ q  

⊤ ⊤ ⊥ 

⊤ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊥ 

 

                                                           

 Според графичкиот приказ можеме да запишеме:                                                                                                                            

                           ( )( )( ),x A B U x A x B x A B∀ ⊂ ∈ ∈ ⇔ ∈ △⊻ , т.е.  

                                    { }|A B x x A x B= ∈ ∈△ ⊻
 

 

Заклучок: За операцијата ⊻  аналогна е операцијата △ , т.е на p q⊻  аналогно е P QM M△ . 

x0  

x0  
x0  

x0  

x0  

x0  
x0  

x0  
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      Нека  А е произволно, но фиксни (константно) множество, а U е универзално 

множество и нека  0:p x A∈
 
и 0:p x A¬ ∉ . 

 
 
                                                            B 

                 A 
                  

 
 
                                                                               

        Според графичкиот приказ можеме да запишеме:                                                                                         

                           ( )( ) ( ' \x A U x A x U A∀ ⊂ ∈ ⇔ ∈  т.е. x A∉   

                                    т.е. { }' | \ 'A x x U A A= ∈ =
 

 
Заклучок: За операцијата ¬  аналогна е операцијата ' , т.е на p¬  аналогно е 

' \ .P PM D M=  

 

         Нека  А и B се произволни, но фиксни (константни) множества и 0x е фиксен, но 

произволен елемент и нека  и  и 

 
                                         A                                       B 

p  q  q¬
 

p q∧¬  

⊤ ⊤ ⊥ ⊥ 

⊤ ⊥ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊥ ⊥ 

⊥ ⊥ ⊤ ⊥ 

 

                                                           

     Според графичкиот приказ можеме да запишеме:                                                                                                      

                           ( ) ( ) ( ), \x A B U x A x B x A B∧∀ ⊂ ∈ ∉ ⇔ ∈ , т.е.      

                               

Заклучок: За операцијата ∧ и ¬  аналогна е операцијата \ , т.е на p q∧¬  аналогно е 

\ .P QM M
 

 
 
 

0:p x A∈ 0:q x B∈

p  p¬  

 ⊤ ⊥ 

⊥ ⊤ 

x0  

x0  

x0  
x0  

x0  

x0  
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         Нека  А и B  A B⊆ се произволни, но фиксни (константни) множества и 0x е фиксен, 

но произволен елемент и нека  и  и 

                                                                  A                  B 
p  q  p q⇒  

⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ / 

⊥ ⊤ / 

⊥ ⊥ / 

                                                    

     Според графичкиот приказ можеме да запишеме:                                                                                                      

                           ( )( ) ( )x A B U x A x B∀ ⊆ ⊂ ∈ ⇒ ∈ , т.е.  

                                    

Заклучок: За операцијата ⇒ аналогно е ⊆  или ⊂   т.е на p q⇒  аналогно е P QM M⊆
 

или P QM M⊂ . 

 
 
                        

                                         Нека :3| 3| , :3|p a b q a b∧ +  каде што ,a b D∈  и нека p q⇒ ,     

                                 тогаш:   
                                

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3,3 , 3,6 , 3,9 ,..., 6,3 , 6,6 , 6,9PM = ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2,1 , 1,2 , 5,1 , 4,2 , 1,5 , 2,4 , 8,1 , 1,8 , 2,7 , 7, 2 , 4,5 , 5,4 ,...Q PM M= ∪ . 

Значи, .P QM M⊂  

 

         Нека  А и B  A B=  се произволни, но фиксни (константни) множества и 0x е фиксен, 

но произволен елемент и нека  и  и 

                                                                  A                  B 
p  q  p q⇔  

⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ / 

⊥ ⊤ / 

⊥ ⊥ / 

                                                    

    Според графичкиот приказ можеме да запишеме:                                                                                                      

                           ( )( )( )x A B U x A x B∀ = ⊂ ∈ ⇔ ∈ , т.е.  

                                    

Заклучок: За операцијата ⇔ аналогно е = , т.е на p q⇔  аналогно е .P QM M=
 

0:p x A∈ 0:q x B∈

0:p x A∈ 0:q x B∈

x0  

Пример 68:              

x0  

y0  
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                                  Нека : 2 | 3| , :6 |p x x q x∧  каде што ,a b D∈  и  p q⇔ , тогаш:  

{ } { }6,12,18,... |PM k k= = ∈ℕ  , { } { }6,12,18,... |QM k k= = ∈ℕ . Значи, .P QM M⊂  

          Претходните заклучоци ги сместуваме во следната табела: 
 

Логички операции Операции или релации со множества 

p q∨  
P QM M∪  

p q∧  
P QM M∩  

p q⊻  P QM M△  

p¬  ' \P PM D M=  

p q∧¬  \P QM M  

p q⇒  
P QM M⊆  

p q⇔  
P QM M=  

 

                                         Нека ( ) ( ), : 2 , , : 2 1P x y x y Q x y x y+ = − = се исказни функции со две 

променливи и нека 
2D = = ×ℝ ℝ ℝ . 

Множествата решенија на исказните функции ( ),P x y , ( ),Q x y , ( ) ( ), ,P x y Q x y∨ , 

( ) ( ), ,P x y Q x y∧ ,  ( ) ( ), ,P x y Q x y⇒ , ( ),P x y  ⊻ ( ),Q x y
 , ( ) ( ), ,P x y Q x y⇔

             

( ) ( ) ( ), , ,P x y Q x y P x y⇒ ⇒¬   редоследно изнесуваат: 

 

 
 

( ) ( ){,
, |

P x y
M x y= точки од правата }2x y+ =  , ( ) ( ){,

, |
Q x y

M x y= точки од правата }2 1x y− = ,   

( ) ( ) ( ){, ,
, |

P x y Q x y
M x y∨ =  точките од правата 2x y+ =  унија со точките од правата }2 1x y− = ,   

( ) ( ) ( ){, ,
, |

P x y Q x y
M x y∧ =  пресечната точка од правите 2x y+ =  и }2 1x y− = ,  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,P x y Q x y P x y Q x y P x y Q x y
M M M M⇒ ¬ ∨ ¬= = ∪ =                                                                         

( ){ , |x y= целата рамнина без правата  2x y+ = , но со пресечната точка  ( )}1,1  ,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){, , , ,
, |

P x y Q x y P x y Q x y
M M M x y= =△

⊻
точките од двете прави без пресечната точка ( )}1,1 , 

Пример 69:              

Пример 70:              
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( ) ( ) ( ) ( )( )'

, , , ,P x y Q x y P x y Q x y
M M M⇔ = =△

                                                                                                              

( ){ , |x y= целата рамнина без правите 2x y+ =  и 2 1x y− =  со пресечната точка ( )}1,1 , 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

, , ,

, , ,

, , ,

P x y Q x y P x y

P x y Q x y P x y

P x y Q x y P x y

⇒ ⇒ ¬

¬ ∨ ⇒ ¬

¬ ¬ ∨ ∨¬

⇕

⇕

 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

, , ,

, , , ,

P x y Q x y P x y

P x y P x y Q x y P x y

∧¬ ∨¬

∨¬ ∧ ¬ ∨¬

⇕

⇕

⇕

 

                                                  ⊤ ( ) ( )( ), ,Q x y P x y∧ ¬ ∨¬  

                                                            
⇕  

                                            
( ) ( )( ), ,P x y Q x y¬ ∧  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){
'

, , , , ,
, |

P x y Q x y P x y P x y Q x y
M M M x y⇒ ⇒¬ = ∩ = сите точки од рамнината,освен ( )}1,1 . 

         
         Различни варијанти на зборовна формулација коишто имаат иста логичка смисла на 

една иста теорема p q⇒ , т.е. ( ) ( ) ( )( )x P x Q x∀ ⇒  се: 

  1) Ако p , тогаш q                              2) Од p следува q                   3)  p е доволно за q  

  4)  q е потребен услов за p                              5)  Секогаш кога p , тогаш q     

       q е неопходно за p                                            q  тогаш кога p              

      q е неопходно следство од p  

                                                                                                                                                                                                                                                         
  6)   Ако не е q , тогаш не е p                            7)   Без q нема p     

  
  8)   p само тогаш кога q                                    9)  Секој p е q                          

 

10)   P QM M⊆ , т.е множеството објекти PM  за кое е точна претпоставката P  се содржи 

во множеството објекти QM  за кое е точно тврдењето q .                                                                 
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                                    Теоремата „Дијагоналите на ромбот се заемно нормални“  ја искажуваме 

во десет варијанти: 

1) Ако четириаголникот е ромб, тогаш неговите дијагонали се заемно нормални.  

2) Од тоа што четириаголникот е ромб, следува дека неговите дијагонали се заемно 

нормални. 

3) На четириаголникот му е доволно да биде ромб, за да има заемно нормални 

дијагонали. 

4) Заемна нормалност на дијагоналите е потребен услов за четириаголникот да е ромб. 

5) Секогаш кога четириаголникот е ромб дијагоналите му се заемно нормални. 

6) Ако дијагоналите на ромбот не се заемни нормални, тогаш тој не е ромб. 

7) Без заемна нормалност на дијагоналите на четириаголникот, нема ромб. 

8) Четириаголникот е ромб секогаш кога  дијагоналите му се заемно нормални. 

9) Секој четиририаголник што е ромб има заемно нормални дијагонали. 

10) Множеството ромбови се содржи во множеството четириаголници со заемно 

нормални дијагонали.         

         Многу важен дел при докажувањето на теоремите е „трагањето по доказ“ , т.е. 

анализата на заклучокот. 

  
                                         Докажи дека: „Симетралата на кој било агол на триаголникот ја дели 

спротивната страна на делови пропорционални со прилегнатите  страни“. 

Доказ 1:  

    

                  Тврдиме:     : : :q m n a b=  

 

Бидејќи m n+  се јавува како страна на триаголник, ја прошируваме пропорцијата и 

добиваме:  
m n a b

n b

+ +
= .                                                                                                                      

Значи, ADC△ треба да е сличен со некој триаголник со страна a b+ .                                                

 

 

 

Пример 71:              

Пример 72:              
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Со продолжување на страната b за a  преку темето C , добиваме: 

 

 

BMC△  е рамнокрак, што значи дека ADC ABM△ ∼△  

                                                                                                                        

 
 

 
Сега лесно се демонстрира доказот: 
 

:p ABC△  е триаголник со симетрала CD  на аголот γ  и отсечки на страната c  со 

должини m и n . 

⇓  

1 :r ADC ABM△ ∼△ - имаат еднакви агли (види скица) 

⇓  

2 :
n m n

r
b a b

+
=

+
 

⇓  

3 :
m n a b

r
n b

+ +
=  

⇓  

4 : 1 1
m a

r
n b

+ = +  

⇓  

: : :q m n a b=  

                                                              

1 1 2 2 3 3 4 4, , , ,p r r r r r r r r q

p q

⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒
⇒

 - Хипотетичен силогизам;                                                            

,p q p

q

⇒
 - Модус поненс                                                                                                                 

Значи,  : :m n a b=  е правилно изведен заклучок, а со тоа теоремата е докажана.   

Доказ 2: 

   Тврдиме:   : : :q m n a b=
 

   Нека со 1P  и 2P  ги означиме плоштините на    

   триаголниците CDN△ и CDM△ соодветно. 
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Односот 
m

n
може да се јави при односот на плоштините 1P  и 2P , т.е. 1

2

2

2

c

c

mh
P m

nhP n
= = . 

Односот 
a

b
може да се јави при односот на плоштините 1P  и 2P (точката D  е точка од 

симетралата на аголот γ  и е еднакво оддалечена од краците, т.е.  1

2

2

2

ah
P a

bhP b
= = . 

Значи: 

:p ABC△  е триаголник со симетрала CD  на аголот γ  и отсечки на страната c  со 

должини m и n . 

⇓  

1 : cr h е висина на  DBC△ и ADC△  и 1

2

2

2

c

c

mh
P m

nhP n
= =  

⇓  

    ch е висина на  DBC△ и ADC△  и 1

2

2

2

ah
P a

bhP b
= =  

⇓  

: : :q m n a b=  

                                                               

1 1,p r r q

p q

⇒ ⇒
⇒

 - Хипотетичен силогизам;      
,p q p

q

⇒
 - Модус поненс                                                                                                             

Значи,  : :m n a b=  е правилно изведен заклучок, а со тоа теоремата е докажана.   

Бидејќи симетралата на аголот во темето C  е произволно избрана, истото важи и за 

другите симетрали: 

                                               
                             : :p q b c=                                                                 : :r s a c=  
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                                         Докажи дека 2 е ирационален број. 

    Нека  : 2p  е реален број   и  : 2q  е ирационален број ( 2  не е рационален број) 

 
 

:p q∧¬ 2  е реален број   и  2  е рационален број  

⇓  

1 : 2
a

t
b

=
   (НЗД ( ), 1a b = , т.е. 

a

b
 е нескратлива дропка) 

⇓  
2

2 2
: 2

a
t

b
=  

⇓  
2 2 2

3 : 2t a b a= ∧ е парен, т.е. 2a k=  

⇓  

( )2 2

4 : 2 2t k b= , т.е.
2 22b k=  

⇓  
2

5 :t b е парен, т.е 2b n=  

⇓  

6 : 2
a

t
b

≠     (
a

b
 е нескратлива дропка) 

⇓  

: 2q  не е рационален број ( 2  е ирационален број) 

                                                              

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6, , , , , ,p t t t t t t t t t t t t q

p q q

⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒
∧¬ ⇒

 - Хипотетичен силогизам;                                                            

p q p

p q

∧¬ ⇒
⇒

 - Правило на контрадикција;  
,p q p

q

⇒
 - Модус поненс                                                                                                             

Значи, 2  е ирационален број е правилно изведен заклучок, а со тоа теоремата е 

докажана.   

  

Пример 73:              
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 1.Со вистинитосна таблица покажи дека важи дистрибутивниот закон на∨ во однос на ∧   

 т.е. ( ) ( ) ( )p q r p q p r∨ ∧ ⇔ ∨ ∧ ∨ - лева дистрибутивност на ∨ во однос на ∧   

       
( ) ( ) ( )p q r p r q r∧ ∨ ⇔ ∨ ∧ ∨ - десна дистрибутивност на ∨  во однос на ∧   

 2.Со вистинитосна таблица покажи дека важи дистрибутивниот закон на ∧ во однос на ∨  

т.е. ( ) ( ) ( )p q r p q p r∧ ∨ ⇔ ∧ ∨ ∧ - лева дистрибутивност на ∧  во однос на ∨    

       ( ) ( ) ( )p q r p r q r∨ ∧ ⇔ ∧ ∨ ∧
 
- десна дистрибутивност на ∧  во однос на ∨   

 
 3. Правилото на контрапозиција p q q p⇒ ⇔ ¬ ⇒ ¬

 
докажи го со:                                                  

а) вистинитосна табела.                                                                                                               

б) доведување до противречност.                                                                                                              

в) трансформација на исказната  формула во очигледна тавтологија.     

 4. Формулата p q q p⇒ ⇒ ¬ ⇒ ¬
 
трансформирај ја во дисјункна форма.                                                                                         

 5. Со трансформација, докажи дека формулата ( ) ( )p q q p q⇒ ∧¬ ⇒ ⇔  е тавтологија.     

 6. Со трансформација, докажи дека формулата ( ) ( ) ( )p q p r p q r⇒ ∧ ⇒ ⇔ ⇒ ∧  е 

тавтологија.     

 7. Со трансформација, докажи дека формулата ( ) ( )p q p q p¬ ⇒ ∧ ¬ ⇒ ¬ ⇔  е 

тавтологија.  

 8. Без употреба на вистинитосни таблици докажи ги еквиваленциите: 

        ( )p p q p∧ ∨ ⇔ - апсорпција  на ∧  во однос на ∨   

        
( )p p q p∨ ∧ ⇔ - апсорпција на ∨  во однос на  ∧                                                                                                                               

 9. Љупчо, Јанко, Валентин и Горан на писмена работа по математика ги добиле оценките  

2, 3, 4 и 5. Тројца од нив изјавиле:    

 

Горан: „Љупчо доби оценка 5, Јанко доби оценка  2.“                                                                   

Јанко: „Љупчо доби оценка 3, Валентин доби оценка  5.“                                                                 

Валентин: „Горан доби оценка 5, Јанко доби оценка 4.“      

 

Одреди која оценка ја добил секој од учениците, ако е познато дека секој излажал еднаш 

и еднаш ја кажал вистината. 

 

   ЗАДАЧИ ОД НИВО В И НИВО Г  
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10. Од три моливи  (А, В и С) еден е црвен, еден е бел и еден е син. Одговори која боја ја 

имаат овие моливи, ако само едно од трите тврдења е точно.       

- Моливот А е црвен.                                                                                                                                  

- Моливот В не е црвен.                                                                                                                               

- Моливот С не е син. 

11. Докажи го равенството  ( ) ( ) ( )\ \A B C A C B C=△ △ △ . 

12. Докажи го равенството  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A B B C C A A B B C C A∪ ∩ ∪ ∩ ∪ = ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ . 

13. Ако за страните на триаголникот важи  
2 2 2a b c ab ac bc+ + = + + , тогаш триаголникот е 

рамностран. Докажи. 

14. Ако ,x y ∈ℝ , тогаш x y x y+ ≤ + . Докажи. 

15. Симетралите на страните на триаголникот се сечат во една точка. Докажи. 

16. Симетралите на внатрешните агли на триаголникот се сечат во една точка. Докажи. 

17. Кај правоаголниот триаголник ABC , важи  
2 2 25a b ct t t+ =  само ако ,a bt t  и ct се должини 

на тежишните линии во тој триаголник. 

18. Ако 1 2,h h  и 3h  се висини во ABC△  и 

22

1 1

2 3

1
h h

h h

  
+ =  

   
, тогаш тој триаголник е 

правоаголен. Докажи. 

19. Отсечките AN  и BM  се тежишни линии на ABC△ , т.е.
 

AM MC=  и BN NC= , а 

точката T  е нивниот пресек. Да се докаже дека   
2

.
3

AT AN= ⋅  

20. Да се докаже дека тежишните линии на триаголникот се сечат во една точка 

(наречена тежиште на триаголникот). 

21. Да се докаже дека правите што се определени со висините на триаголникот се сечат 

во една иста точка, наречена ортоцентар.   
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Задачи со заокружување: 

 
1. А (5)(    ) Која од логичките операции , , ,∧ ∨ ⇒ ⇔  не е комутативна? 

 
А) ∧                 Б) ∨                   В) ⇒                  Г) ⇔              Д) Друг одговор     

 
 

 2. Б (5)(    ) Ако 1F  и 1F  се логички еквивалентни формули, тогаш формулата 1 2F F⇔  е: 

 
А) противречна   Б) контрадикција    В) неутрална   Г) контрапозиција    Д) друг одговор  
    
 
3. В (5)(    ) Исказот p ⇒ ⊥ p⇔ ¬ е еквивалентен со: 

 
А) ⊥                Б) p¬                 В) p                 Г) ⊤            Д) друг одговор      

 

4. Г (5)(    ) Претпоставката на теоремата со тврдење  ,
2

a b
ab a b ++

> ∈ℝ е: 

А)  2 2 2a b+ >   ,a b +∈ℝ     Б) ( )2
0a b− >   ,a b +∈ℝ    В) 

2 2a b ab+ >   ,a b +∈ℝ                                             

Г) 2 2 2a ab b− + >   ,a b +∈ℝ   Д) друг одговор              

 

 
Задачи со дополнување: 
 

5. А (5)(    ) Равенството  ( ) ( )\ \A B B A∪  е еднакво со  ______________________.  
 

6. Б (5)(    ) За да биде следниов исказ p q⇒
 
теорема, исказот q

 
треба да е   

_______________  на исказот .p
 

 
7. В (5)(    ) Исказот  „Не е вистина дека Скопје е главен град на Р. Македонија“ по 
упростувањето со формулата ________________ , се добива ____________________.

 
 

8. Г (5)(    ) Ако ( )P x
M  и ( )Q x

M  се множества решенија на исказните функции ( )P x  и ( )Q x , 

тогаш множеството решенија на исказната функција ( ) ( )P x Q x¬ ⇒  е _____________.
 

 

 
  

  ПИСМЕНА РАБОТА  1 
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Задачи со целосна постапка: 

  9. А (15)(    ) Нека { } { }| 2 | 2 10 , | 3 | 2 10A x x x B x x x= ∧ ≤ < = ∧ ≤ < , тогаш одреди:                                   

      , , \ , \ ,A B A B A B B A A B∩ ∪ △ .  

 
 

10. Б (15)(    ) Изврши негација на исказот „ 2 3 6+ ≠
 
или 3 е делител на 6“. 

 
 
11. В (15)(    ) Докажи ја импликацијата   2 | 3 | 5 | 30 | .x x x x∧ ∧ ⇒  

 
 
12. Г (15)(    ) Со помош на логички закони, докажи ја Дедекиндовата тавтологија       

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )p q q r r p p q q r r p∧ ∨ ∧ ∨ ∧ ⇔ ∨ ∧ ∨ ∧ ∨
 

 
 
 
 

 
 
 
 

Бодови (Оценка) 0-26   (1) 27-42 (2) 43-60 (3) 61-76 (4) 77-100 (5) 



                 ТЕМА 2.  
Тригонометриски функции од 

остар агол во правоаголен 

триаголник 
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НИВО: ПОМНЕЊЕ 
 
            Нека е даден правоаголен триаголник ABC  со теме на правиот агол во точката C ,  
со катети ba,  и хипотенуза c  и  остри агли α  и β (спроти катетата a - аголот α , а спроти 

катетата b - аголот ).β  

 
 

Меѓу страните на правоаголниот триаголник можни се следните односи: 

c

b

c

a
,  и 

b

a
  и реципрочните односи 

b

c

a

c
,  и 

a

b
   

 

Дефинираме: 
 
- тригонометриски функции: 
 

sin�	�синус	од	остриот	агол	�� �
�

�
	
�спротивна	катета�

�хипотенуза�
 

cos��косинус	од	остриот	агол	�� �
�

�
	
�прилегната	катета�

�хипотенуза�
 

tg �	�тангенс	од	остриот	агол	�� �
�

�
	
�спротивна	катета�

�прилегната	катета�
 

 
- реципрочни тригонометриски функции: 
 

�!"#� �	�косеканс	од	остриот	агол	�� �
�

�
	

�хипотенуза�

�спротивна	катета�
 

sec ��секанс	од	остриот	агол	�� �
�

�
	

�хипотенуза�

�прилегната	катета�
 

ctg �	�котангенс	од	остриот	агол	�� �
�

�
	
�прилегната	катета�

�спротивна	катета�
 

 
Забелешка: Ќе ги изучуваме трите тригонометриски функции и реципрочната 
тригонометриска функција 	ctgα. 

Ученикот треба да знае дека... Ниво А 
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                          Ако катетите во правоаголен триаголник се 4 , 3a b= =  и хипотенузата     

                          5=c  тригонометриските функции од аголот   α  се:           

                                           
5

4
sin =α , 3cos =α ,  

3

4
=αtg ,  

4

3
=αctg  

        Аглите се мерат во степени и радијани. 

  �1  (степен) е деведесетти дел од правиот агол. 1 rad (радијан) е агол чии краци од 
произволна кружница со центар во неговото теме отсекуваат  лак еднаков на радиусот. 

Помали мерки од степенот се:  ,, '  “ (минута)  и  ,, ''  “	(секунда)  и важи:  '601 =�  и ''60'1 =   

Аголот, од степени во радијани се изразува кога ќе се помножи со 
180

π
 

                               30 30
180 6

π π
= ⋅ =�

 rad;  45 45
180 4

π π
= ⋅ =�

 rad;  60 60
180 3

π π
= ⋅ =�

 rad
 

Аголот, од радијани во степени се изразува кога ќе се помножи со 
π
180

 

                              
6

π
 rad

 

180
30

6

π
= ⋅ =

π
�
;  
4

π
 rad 

180
45

4

π
= ⋅ =

π
�
; 
3

π
 rad 

180
60

3

π
= ⋅ =

π
�
 

         Тригонометриските функции од остар агол ги делиме на: 

            тригонометриски функции                                тригонометриски кофункции 
 
                       sin (синус)                                                                    cos (косинус) 
                       cos (косинус)                                                                sin (синус)       
                        tg (тангенс)                                                                  ctg (котангенс) 
                       ctg (котангенс)                                                              tg (тангенс)                                                
                      sec (секанс)                                                                cosec (косеканс) 
                    cosec (косеканс)                                                              sec (секанс)        
 

       Аглите чиј збир е �90  се викаат комплементни агли, што значи дека острите агли во 
правоаголниот триаголник се комплементни.                                                      
                           

                            Ако �20=α  , тогаш комплементниот агол �70=β  

       Нека   ABC∆  е правоаголен триаголник со катети a  и  b , хипотенуза c  и  остри агли    
        α  и  β . 

Пример 1: 

Пример 2: 

Пример 4:                                     

Пример 3: 
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     тогаш       
c

a
=αsin

                         c

b
=βsin  

                           c

b
=αcos

                        c

a
=βcos

 

                            b

a
tg =α

                           a

b
tg =β

 

                           a

b
ctg =α

                         
.
b

a
ctg =β

 
 

Точно е тврдењето: Тригонометриската функција од остар агол е еднаква на 
кофункцијата од нему комплементниот агол, т.е.  

( )α−=α �90cossin ,  ( )α−=α �90sincos ,  ( )α−=α �90ctgtg ,  ( )α−=α �90tgctg . 
 
                                                        

                          �� 72cos18sin = ,  �� 83sin7cos = ,  �� 7515 ctgtg = ,  �� 3258 tgctg = . 

 
 

      Вредностите на тригонометриските функции од аглите ��� 60,45,30  и ќе ги прикажеме 
со следната табела: 
 

        
        Агол 
 
функција 

6

π
 

6

π
 

6

π
 

�30  �45  �60  

sin  

2

1
 

2

2
 

2

3
 

cos  

2

3
 

2

2
 

2

1
 

tg  

3

3
 

 
1 

3  

ctg  
3   

1 
3

3
 

 

Пример 5:                                     
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                               ( ) ( ) 4114545
22
=+=+ �� ctgtg  

 
   

                                2

2

1

2

1

11

60cos30sin

4545
=

+

+
=

+
+

��

�� ctgtg
                                          

 
      За тригонометриските функции од ист остар агол важат следните врски: 
 
 
 
 
 
                                                        
                           
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                             

                                                        

                                                                                                                                                                                                        

                          1
2

1

2

3
60cos60sin

22

22 =






+









=+ ��

 

                                 
3

3

3

1

2

3

2

1

30cos

30sin
30 ====

�

�
�tg  

                                 3
30

1
30 ==

�

�

tg
ctg  

                                 
2

1

4

1

12

3

12

3

3

12

3

3

9

3
1

3

3

301

30
30sin

2
=====

+

=
+

=
�

�
�

tg

tg
 

1cossin 22 =α+α  

α−=α 22 cos1sin  α−=α 22 sin1cos  

α−=α 2cos1sin  α−=α 2sin1cos  

 

α
α

=α
cos

sin
tg  

α
α

=α
sin

cos
ctg  

1=α⋅α ctgtg  

α
=α
ctg

tg
1

 
α

=α
tg

ctg
1

 

  

α+

α
=α

21
sin

tg

tg
 

α+
=α

21

1
cos

tg
 

α+
=α

21

1
sin

ctg
 

α+

α
=α

21
cos

ctg

ctg

 

Пример 6:                                     

Пример 7:                                     

Пример 8:                                     
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                          Ако 
5

3
sin =α , вредностите на другите тригонометриски функции се: 

5

4

25

9
1

5

3
1cos

2

=−=






−=α  ,   
4

3

5

4
5

3

==αtg  ,  
3

41
=

α
=α
tg

ctg  

      За тригонометриските функции од остар агол, т.е. �� 900 <α<  важат следните    
      тврдења: 
                                         Ако 12 α>α , тогаш 12 sinsin α>α ; 

                                         ако 12 α>α , тогаш  12 coscos α<α ; 

                                         ако 12 α>α , тогаш  12 α>α tgtg ;         

                                         ако 12 α>α , тогаш  12 α<α ctgctg . 
 

                             �� 45sin42sin <  бидејќи 42 45<� �  
 
     

                             ��� 02014 <− tgtg , бидејќи 14 20<� �   
                          

                          0
50cos45cos

5045
<

−
−

��

�� tgtg
, бидејќи  05045 <− �� tgtg  и 050cos45cos >− ��

 

 
      Да се реши правоаголен триаголник, значи да се одредат аглите и страните. При 
решавањето на правоаголниот триаголник стандардно означен, користиме: 

- комплементарност на аглите αи β , т.е. 90 .α +β = �  
- дефиниција на тригонометриските функции од остар агол. 

  ,sin
c

a
=α ,cos

c

b
=α ,

b

a
tg =α ,

a

b
ctg =α ,sin

c

b
=β ,cos

c

a
=β ,

b
tg

a
β = .

a
ctg

b
β =  

- Питагорова теорема 2 2 2.a b c+ =  
- калкулатор. 
                           
                           При дадени катети 6=a cm, 8=b cm, решавањето на триаголникот се  

состои од наоѓање на хипотенузата 10643622 =+=+= bac cm, 6,0
10

6
sin ===α

c

a
. 

На калкулатор наоѓаме 36 52'α ≈ � ,тогаш 90 90 36 52 ' 53 8 '.β = −α = − ≈� � � �  

                           

                           При дадена хипотенуза  10=c cm и �40=α , решавањето на триаголникот                   

                           се состои од наоѓање на аголот �� 5090 =α−=β , а со помош на       

                           калкулатор наоѓаме  sin 10 sin 40 10 0,64 6,4a c= ⋅ α = ⋅ ≈ ⋅ =�  cm  и   

                                                               cos 10 cos 40 10 0,77 7,7b c= ⋅ α = ⋅ ≈ ⋅ =�  cm 
 
      Решавањето на  правоаголен триаголник има огромна примена во планиметрија, 
стереометрија и практични проблеми. 

Пример 9:                                     

Пример 10:                                     

Пример 11:                                     

Пример 12:                                     

Пример 13:                                     

Пример 14:                                     



76 

 

 
 
 

                  

     НИВО:РАЗБИРАЊЕ 
 
                           
                           За триаголникот PQR△  со прав агол во Q  и катети yx,  и хипотенуза   
                           z  со аголϕ  спроти y ,тригонометриските функции се: 

                                      
z

y
=ϕsin ,  

z

x
=ϕcos ,  

x

y
tg =ϕ ,   

y

x
ctg =ϕ .                                                                               

                       

лот                       Аголот  2314 '18''α = �   
 

-изразен во степени е:  �

��

� 235,23
3600

18

60

14
23 =







+






+=α ; 

-изразен во минути е:   ( ) '

'

3,1394
60

18
'14'6023 =







++⋅=α ; 

-изразен во секунди е:  ( ) ( ) ''83658''18''6014''360023 =+⋅+⋅=α  ; 

-изразен во радијани е: 
180

235,23
π

⋅=α rad π= 129,0  rad 

                          
лот                       Аголот  π=α 1291018,0  rad, изразен во степени е: 

                     �23833,23
180

1291018,0 =
π

⋅π=α   

( ) ( ) '.'18'1423''60299,0'1423'299,1423'6023833,023 ���� =⋅+==⋅+=α  
 
       Ако β=α sinsin  или β=α coscos  или β=α tgtg  или β=α ctgctg  и �90, <βα , тогаш 

важи .β=α  
                           

лот                    Ако ( ) ( )α−=−α �� 10sin10sin  и 90α < � тогаш од  α−=−α �� 1010  добиваме  

.10�=α                           

                          Ако ( ) ( )α−=−α �� 20702 tgtg  и 90α < � тогаш од α−=−α �� 20702  

добиваме .30�=α                            

                         Одреди го непознатиот агол, ако важи условот ( ) ( )�� 20cos10sin +α=−α . 

                             Согледај го решението: 
  
 
 

Ученикот покажува дека разбира... Ниво Б 

Пример 15:                                     

Пример 16:                                     

Пример 17:                                     

Пример 18:                                     

Пример 19:                                     

Пример 20:                                     
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I начин                                                              

Ставајќи ( ) ( )��� 2090sin20cos −α−=+α  ,  

добиваме: ( ) ( )��� 2090sin10sin −α−=−α  
т.е. �802 =α , од каде �40=α  

II начин 

Користиме:   ��� 902010 =+α+−α  
�802 =α  
�40=α  

 

                               Упрости го изразот 
��

��

70cos320sin5

70cos320sin11

+
−

. 

                        Согледај го решението: 
 

 
I начин 

Заменуваме �� 20sin70cos = , 

добиваме 1
20sin8

20sin8

20sin320sin5

20sin320sin11
==

+
−

�

�

��

��

 

 

II начин 
Заменуваме �� 70cos20sin = , 

добиваме 1
70cos8

70cos8

70cos370cos5

70cos370cos11
==

+
−

�

�

��

��

 

 
                           

          Нека разгледуваме рамностран триаголник со страна 1 и остри агли по �60 и висина 

.
2

3
 Половината од рамностраниот триаголник е триаголникот како на скицата. 

                                              
                                                          �30                                                                             

                                                 
2

3
                1 

                                                                                                              
                                                           •          �60  

                                                                   
2

1  

Со примена на тригонометриски функции и тригонометриски  функции од комплементни 
агли, добиваме: 

2

1
60cos30sin == �� ;  

2

3
60sin30cos == �� ;  

3

3
6030 == �� ctgtg ; .36030 == �� tgctg  

          Нека разгледуваме квадрат со страна 1 и дијагонала 2 . Половината од квадратот  
е рамнокрак правоаголен триаголник, како на скицата. 
                                              
                                                          �45                                                                             
                                                                                                  
                                                        1               2                                
                                                                     
                                                                    
                                                           •                  �45  

                                                                       
1 

Со примена на дефиниција тригонометриски функции и тригонометриски  функции од 
комплементни агли, добиваме: 

2

2

2

2

2

1
45cos45sin =⋅== �� ;    14545 == �� ctgtg   

Пример 21:                                     
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                               Вредноста на изразот 
( ) ( )

2

3

2

3

11

2

3

2

3

4545

30cos60sin
2

2

2

==
+









+

=
+
+

��

��

ctgtg
 

                           Вредноста на изразот 
( ) ( )

12

2

1

2

1

32

60cos30sin

3060
22

=
+

=
+
+

��

�� ctgtg
 

             Основните тригонометриски врски  

1cossin 22 =α+α ; 
α
α

=α
cos

sin
tg ; 

α
α

=α
sin

cos
ctg  

и изведените тригонометриски врски  

α+

α
=α

21
sin

tg

tg
; 

α
α

21

1
sin

ctg+
= ; 

α
α

21
cos

ctg

ctg

+
= ; 

α+
=α

21

1
cos

tg
 

имаат примена за: 

1) Одредување на останатите тригонометриски функции, ако е позната една од нив. 

                            

Ако 
13

12
cos =α , да се одредат .,,sin ααα ctgtg  

I начин: Со дефиницијата на тригонометриски функции  

Од 
13

12
cos =α , добиваме дека прилегнатата катета е k12 , хипотенузата k13 , а според 

Питагоровата теорема наоѓаме дека спротивната катета е k5 . 

Значи, 
13

5

13

5
sin ==

k

k
α ; 

12

5

12

5
==

k

k
tgα ; 

5

12

5

12
==

k

k
ctgα . 

II начин: со основните врски 

 
13

5

169

144
1cos1sin 2 =−=−= αα , 

12

5

cos

sin
==

α
α

αtg ,
5

12
=αctg . 

 

                            Ако 
15

8
=αtg , да се одредат .,cos,sin ααα ctg  

I начин: Со дефиницијата на тригонометриски функции  

Од 
15

8
=αtg , добиваме дека спротивната катета е k8 , прилегнатата катета е k15 , а 

според Питагоровата теорема наоѓаме дека хипотенузата е k17 . 

Значи, 
17

8
sin =α ; 

17

15
cos =α ; 

8

15
=αctg . 

II начин: Со изведените врски 

17

8

225

64
1

15

8

1
sin

2
=

+

=
+

=
α

α
α

tg

tg
, 

17

15

225

64
1

1

1

1
cos

2
=

+

=
+

=
α

α
tg

,  
5

12
=αctg . 

Пример 22:                                     

Пример 23:                                     

Пример 24:                                     

Пример 25:                                     
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III начин: Со систем равенки







=+

=

1cossin

15

8

cos

sin

22 αα
α
α

  

⇒  αα cos
15

8
sin = , т.е. 1coscos

225

64 22 =+ αα , од каде 
17

15
cos =α , а 

17

8

17

15

15

8
sin =⋅=α  . 

IV начин: Со пропорциите 
15

8
=αtg  и 

8

15
=αctg  . 

Од 
15

8
=αtg  добиваме 

15

8

cos

sin
=

α
α

, т.е. 15:8cos:sin =αα , од каде k8sin =α , k15cos =α . 

Со замена во основните врски, добиваме: ( ) ( ) 1158
22 =+ kk  

                                                                        122564 22 =+ kk  

                                                                               
17

1
=k  

Следува, 
17

8

17

1
8sin =⋅=α  и  

17

15

17

1
15cos =⋅=α . 

V начин: Со трансформација на основните врски  

1cossin 22 =+ αα   / : α2cos   

α
α

2

2

cos

1
1=+tg    

Со замена на 
15

8
=αtg , добиваме 

α2cos

1
1

225

64
=+  , т.е. α2cos

289

225
= , од каде 

17

15
cos =α . 

17

8

17

15

15

8
cossin =⋅=⋅= ααα tg . 

 

2) Упростување на тригонометриски изрази 
 

Изразот 
α+

α−α+
sin1

cossin1 2

 го упростуваме на следниот начин:

                  ( )
α=

α+
+αα

=
α+
α−α

=
α+

α−α+
sin

sin1

1sinsin

sin1

sinsin

sin1

cossin1 22

 

 

 3) Докажување на тригонометриски идентитети 
                     

                             Докажи го идентитетот α=α⋅α+α 2224 sincossinsin   
 

  

I начин: Со трансформација на левата страна во десната: 

      ( ) DL =α=⋅α=α+αα=α⋅α+α= 22222224 sin1sincossinsincossinsin  
 

 

II начин: Со трансформација на двете страни во очигледно неравенство 

α=α⋅α+α 2224 sincossinsin

 ⇕  

Пример 26:                                     

Пример 27:                                     
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( ) α=α−⋅α+α 2224 sinsin1sinsin

 ⇕  

α=α−α+α 2424 sinsinsinsin

 ⇕  

α=α 22 sinsin  
III начин: Со трансформација на десната страна во левата:      

         ( )2 2 2 2 2 4 2 2sin sin 1 sin sin cos sin sin cosD L= α = α ⋅ = α α + α = α + α α =  

                      

 
IV начин: Со трансформација од очигледен идентитет до бараниот идентитет 
 

Согледај го решението: Од  1cossin 22 =α+α  со множење со α2sin  добиваме: 

α=α⋅α+α 2224 sincossinsin  

4) Елиминација на параметар 
                     
                          Елиминирај го параметарот  t  од равенствата tax sin=  и tby cos=   

Решение: Од равенствата  




=

=

tby

tax

cos

sin
 добиваме  










=

=

b

y
t

a

x
t

cos

sin

 .  

По степенување со 2 се добива : 










=

=

2

2
2

2

2
2

cos

sin

b

y
t

a

x
t

 , а со собирање на последните равенства  

се добива tt
b

y

a

x 22

2

2

2

2

cossin +=+   , т.е. .1
2

2

2

2

=+
b

y

a

x
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Пример 28:                                     
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  1.  Ако триаголникот е стандардно означен, тогаш βsin  е односот: 

а)  
c

a
          б) 

b

a
            в)

 c

b

            
 г)

 a

c
          д) друг одговор 

  2.  Во триаголник во кој се дадени катети со должини  5 и 12 и помалиот остар агол α , 
косинусот од тој агол изнесува ________________. 

  3. Аголот ''43'782 �=β  изразен во степени е ____________________. 

  4. Аголот од π172,0  во степени изнесува  _______________________. 

  5. Вредностите на тригонометриските функции sin 28 , cos54 , 88 , 23tg ctg� � � �  запишани со 
кофункции се____________________________________________________. 
   

6. Одреди го аголот α  од равенството: 

а) ( ) ( )�� 102cos40sin +α=−α                         б) ( ) ( )�� 183182 +α=−α ctgtg  

  7. По упростувањето на изразот 
��

��

50cos340sin7

50cos540sin2

+
−

 се добива__________________. 

  8. Вредноста на �45sin изнесува: 

а)  
4

π
          б) 

2

3
            в)

 2

1

            
 г)

 2

1
          д) друг одговор 

  9. Одреди ја вредноста на изразот .30sin60sin 22 �� +  

10. Одреди ја вредноста на изразот .
60cos30cos

45cos45sin
22 ��

��

+
+

 

11. Вредноста на изразот ���� 60cos30sin4545 +++ ctgtg е _______________________. 

12. Ако 
5

4
sin =α , тогаш αtg изнесува: 

а)  
3

4
          б) 

4

3
            в)

 5

3

            
 г)

 3

5
          д) Друг одговор 

   ЗАДАЧИ ОД НИВО А И НИВО Б : 
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13. Ако 
12

5
=αtg , тогаш вредноста на αcos изнесува _____________________________. 

14. Ако 
41

9
sin =α , одреди ги вредностите на другите тригонометриски функции. 

15. Ако 
24

7
=αtg , одреди ги вредностите на другите тригонометриски функции. 

Упрости ги изразите (16,17): 

16.  а) α⋅α costg                         б) 
α
α

tg

sin
 

17. а) α⋅α−α 2sintgtg                         б) α⋅α−α 2cosctgctg  

Трансформирај ја левата страна во десната (18-20): 

18. а) ( )
α

=αα+
cos

1
cos1

2tg                         б) ( )
α

=αα+
sin

1
sin1

2ctg  

19. а) α=αα−α 2222 sincostgtg                         б) α=αα−α 2222 coscosctgctg  

20. а) α=
α

αα+α
tg

cos

cossinsin 23

                        б) α=
α

αα+α
ctg

sin

cossincos 23

 

21. По елиминација на параметарот  t  од равенствата tx cos3=  и ty sin3=  

се добива равенството_________________________________. 

22. Подреди ги по големина тригонометриските функции 10 , 10 , 50tg ctg tg� � � , почнувајќи од 

најмалата. 

23. Одреди го знакот на изразот  а) �� 10cos30sin −    б) �� 7040 ctgtg −  

Реши го правоаголниот триаголник (24-26), ако: 

24. '5236,5 �=α=c  

25. 65,16 == ca  

26. 8,5:3: == bca  
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  НИВО: ПРИМЕНА                

  

        Нека e даден синусот на аголотα , т.е. 
2

1

2
sin

t

t

+
=α . Нема да се изгуби од општоста 

ако се земе спротивната катета  kta ⋅= 2 и хипотенузата ( ) ktc ⋅+= 21 . За 1=k  се добива 

дека ta 2=  и 
21 tc += . Катетата 

21 tb −= , бидејќи ( ) ( )222222 141 tttb −=−+= .                         

Значи, 

2 2

2 2

1 2 1
cos , , .

1 1 2

t t t
tg ctg

t t t

− −
α = α = α =

+ −
 

 

                                Ако 






 −=
m

n

n

m
ctg

2

1
α и 0m n> > , другите тригонометриски функции 

ќе бидат: 

Од 
mn

nm
ctg

2

22 −
=α , прилегнатата катета ќе биде 

22 nmb −= , а спротивната .2mna =  

За хипотенузата важи ( )222422422222 244 nmnnmmnmbac +=+−+=+= , т.е. .22 nmc +=  

Значи, 

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2
sin , cos , .

mn m n mn
tg

m n m n m n

−
α = α = α =

+ + −
 

                               Одреди ја вредноста на изразот 
αα
αα

cossin

cossin

+
−

, ако  .2=αtg  

Решение: 

I начин: .5,1,2 === cba   

              
2 1

sin ; cos .
5 5

α = α =  

              .
3

1

5

1

5

2
5

1

5

2

cossin

cossin
=

+

−
=

+
−

αα
αα

 

II начин: .
3

1

12

12

1

1

cos

cos

cos

sin
cos

cos

cos

sin

cossin

cossin
=

+

−
=

+

−
=

+

−
=

+

−

α
α

α
α

α
α

α
α

α
α

αα
αα

tg

tg
 

 

Пример 29:                                     

Пример 30:              

Ученикот треба да го примени своето 

знаење и разбирање 

Ниво В 
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        Примената на тригонометриските функции од комплементни агли ја искажуваме со 
следните примери:        
 
 

                                  Ако 
�90=+ βα , тогаш докажи дека α

αβ
βα

tg=
+

+

cossin

cossin
 

 Доказ: .
cos2

sin2

coscos

sinsin

cossin

cossin
DtgL ===

+

+
=

+

+
= α

α
α

αα
αα

αβ
βα

 

 

                              Ако γβα ,,  се остри агли на триаголник, тогаш докажи дека  

                             
2

cos
22

sin
γβα

=






 +  

  Доказ: DL ==






 −−
=







 −−=






 +=
2

cos
2

180
cos

22
90cos

22
sin

γβαβαβα �
�

 

 
        Примената на основните и изведените тригонометриски врски ја искажуваме со 
следните примери: 
                                 

                              Одреди ги тригонометриските функции од аголотα , ако 

2 4
,

4

a
tg

a

−
α =         

                              за 2.a >  

Решение: 

( ) 4

4

4

4
4

4

16

4
1

4

4

1
sin

2

2

2

2

2

22

2

2 +

−
=

+

−

=
−

+

−

=
+

=
a

a

a

a
a

a

a

a

a

a

tg

tg

α

α
α ;   

4

4

1

1
cos

22 +
=

+
=

a

a

tg α
α  

 

                             Упрости го изразот 

 

( )
.

cos

cossin1
4

44

α
αα +−

 

Решение:

 

( ) ( ) ( ) ( )
=

+−+
=

+−
=

+−

α
αααα

α
αα

α
αα

4

44222

4

442

4

44

cos

cossincossin

cos

cossin1

cos

cossin1

 
 

                .2
cos

cossincoscossin2sin 2

4

444224

α
α

αααααα
tg=

−−++
=  

 
                               Докажи го тригонометрискиот идентитет 

.2
cossin

1 22

22
+α+α=

αα
ctgtg  

Доказ:   I начин:  Левата страна да се трансформира во десната: 

а)
( )

=++=
+

==
αα

α
αα
αα

αα
α

αα
αα

αα 22

4

22

22

22

4

22

222

22 cossin

cos

cossin

cossin2

cossin

sin

cossin

cossin

cossin

1
L   

   Dctgtg =++= 222 αα  

Пример 31:              

Пример 33:              

Пример 34:              

Пример 35:              

Пример 32:              
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б)
 ( ) =

α+αα+α
+α+α

=
+α+ααα

+α+α
=

αα
=

4224

22

2222

22

22 coscossin2sin

2

2cossin

2

cossin

1 ctgtg

ctgtg

ctgtg
L  

   

( )
Dctgtg

ctgtg
=+α+α=

α+α

+α+α
= 2

cossin

2 22

222

22

 

в) =+α++α=
α

+
α

=
αα
α+α

=
αα

= 11
sin

1

cos

1

cossin

cossin

cossin

1 22

2222

22

22
ctgtgL  

         Dctgtg =+α+α= 222
 

 

г) 
( )( )

=
α+α+

=

α+

⋅

α+

=
α

⋅
α

=
αα

=
1

11

1

1

1

1

1

1

cos

1

sin

1

cossin

1 22

22

2222

ctgtg

tgctg

L  

       Dctgtg =+α+α= 222
 

 
 II начин:  Десната страна да се трансформира во левата 
 

  

=
αα

α+αα+α
=+

α
α

+
α
α

=+α+α=
22

4224

2

2

2

2
22

cossin

coscossin2sin
2

sin

cos

cos

sin
2ctgtgD

          

      

( )
L=

αα
=

αα
α+α

=
2222

222

cossin

1

cossin

cossin
 

 

III начин:  Двете страни да се трансформираат во очигледно равенство 
 

.2
cossin

1 22

22
++= αα

αα
ctgtg  

⇕  

2
sin

cos

cos

sin

cossin

1
2

2

2

2

22
++=

α
α

α
α

αα
 

⇕  

αααα 2244 cossin2cossin1 ++=  

⇕  

( )222 cossin1 αα +=  

⇕  

11 =  
 
  IV начин:  Со користење на познати идентитети 

 

1cossin 22 =+ αα   ⇒  










=+

=+

α
α

α
α

2

2

2

2

sin

1
1

cos

1
1

ctg

tg
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Со собирање на равенствата се добива  .2
cossin

1 22

22
++= αα

αα
ctgtg

 
 

V начин: Со трансформација на идентитетот 1cossin 22 =+ αα  во дадениот 

 

а)                                                                   α+α= 22 cossin1  
2/  

( )2222 cossin1 αα +=  

αααα 4224 coscossin2sin1 ++=  αα 22 cossin:/  

.2
cossin

1 22

22
+α+α=

αα
ctgtg

 
 

 

б)                                             α+α= 22 cossin1  / : 
2 2sin cosα⋅ α  

α
+

α
=

αα
⇒

2222 sin

1

cos

1

cossin

1
 

2
cossin

1 22

22
+α+α=

αα
⇒ ctgtg

 
 
VI начин: Со користење на дефиниција на тригонометриски функции 

а) 
( )22 24 4 2 2 4

2 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

1 1 1 1 2

sin cos sin cos

a bc a a b b
L

a b a b a b a b

c c

+ + +
= = ⋅ = = = = =

α α α α
⋅

 

     

2 2
2 2

2 2
2 2

a b
tg ctg D

b a
= + + = α + α + =

 б) 
2 2 4 2 2

2 2 4 4 4 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

1
2 2 /

a b c a b
a b c a b a b

a b b a a b b a

c c

= + + ⇔ = + + ⇔ = + + ⇔
⋅

 

     

( )24 2 2 4 4.с a b с с= + ⇔ =

 
 

                                Елиминирај го параметарот t  од равенките:

 
ty

tx

sin37

cos35

+=

+=
 

Решение:

 

                              

( )

( )









−
=

−
=

⇒




−=

−=

9

7
sin

9

5
cos

7sin3

5cos3

2

2

2

2

y
t

x
t

yt

xt
  т.е. 

( ) ( )
1

9

7

9

5
22

=
−

+
− yx

 или ( ) ( ) 975
22 =−+− yx  

 
 
       Монотоноста на функциите ќе ја искажеме со следниот пример: 
 

Пример 36:              
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                               Изрази во кои граници се наоѓа аголот β  за да важат неравенствата: 

                              а) 3<βctg       б) 2

1
cos >β       в) 1sin

2

1
<< β   

 

Решение: а) 
�60ctgctg <β       б) 

�60coscos >β              в) 
�� 90sinsin30sin << β              

                           
�60>β                     

�60<β                                 ( )�� 90,30∈β  

                       ( )�� 90,60∈β              ( )�� 60,0∈β  

 
 
 
 
       Примената на решавањето на триаголник ќе ја искажеме со следните примери: 
   

                                       Одреди го периметарот на правоаголникот со дијагонала d  и агол α               

                                 меѓу дијагоналата и основата .a  

                                 

Решение:     ( ).cossin2

coscos

sinsin

αα
αα

αα
+=⇒










=⇒=

=⇒=
dL

da
d

a

db
d

b

   

                 
 
                              Одреди ја висината на дрво со сенка долга 10 m, ако од крајот на             

                           сенката врвот на дрвото се гледа под агол од .70�  

Решение:  Нека висината на дрвото ја означиме со .h  Тогаш, 
10

70
h

tg =�  , т.е. 
�7010tgh =

или 27,47h ≈  m. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Пример 37:              

Пример 38              

Пример  39              
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  НИВО: АНАЛИЗА, СИНТЕЗА И ВРЕДНУВАЊЕ   
 

        Докажи дека аглите α  и β  во правоаголен триаголник се комплементни агли ако и 

само ако тригонометриската функција од остриот аголот е кофункција од комплементниот 
агол, т.е.  

 
�90=β+α ⇔ β=α cossin

 

  
�90=β+α ⇔

 
β=α sincos  

                                                                   
�90=β+α  ⇔  β=α ctgtg  

 
�90=β+α  ⇔

 
β=α sinctg  

Доказ:    :⇒                   β==α cossin
c

a
                  :⇐    β==α cossin

c

a
 

      
�90=β+α  ⇒         

β==α sincos
c

b
                          

β==α sincos
c

b
       ⇒  

�90=β+α          

                                       
β==α ctg

b

a
tg

                              
β==α ctg

b

a
tg  

                                      
β==α tg

a

b
ctg

                              
β==α tg

a

b
ctg

 

 

                              Ако 
�90=β+α  и   1cossin =β+α , одреди ги аглите α  и .β  

Решение:  Од  
�90=β+α ⇒  α=β sincos ⇒ 1sinsin =α+α , т.е. 2

1
sin =α , од каде 

�30=α  и .60�=β  

 
        Докажи дека: 

                                                          2

1
60cos30sin == ��

 

                                                         2

3
60sin30cos == ��

 

                                                            3

3
6030 == �� ctgtg

 

                                                          
36030 == �� tgctg

 

2

2
45cos45sin == ��

 

                                                            
14545 == �� ctgtg

 
 

Ниво Г Ученикот треба да користи логичко следство 

Пример  40:    
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Доказ: Нека ABC∆  е рамностран со страна a  и агли по 
�60 со висина 

2

3a
h =

 
која ја 

добиваме со примена на Питагорова теорема. 

Имаме:  
2

1260cos30sin ===
a

a

��
            

3

3

3

1

2

3

226030 =====
a

a

h

a

ctgtg ��
                      

               
2

32

3

60sin30cos ====
a

a

a

h��
                  3

2

2

3

2

6030 ====
a

a

a

h
tgctg ��

 

        Дијагоналата на квадратот со страна a  го дели квадратот на два рамнокраки 

правоаголни триаголници со агли од 
�45 и хипотенуза 2a . 

Имаме: 
2

2

2

1

2
45cos45sin ====

a

a��
 

                14545 ===
a

a
ctgtg ��

 

 

                                     За правоаголниот триаголник даден на скицата, одреди ги вредностите                 
                              на тригонометриските функции од острите агли. 
 
 

    �
30                   Решение: Хипотенузата изнесува 

�30sin2 , а другата катета е 330sin ⋅�  

                                         
�

�

�
� 60cos

2

1

30sin2

30sin
30sin ===     

                                         
�

�

�
� 60sin

2

3

30sin2

330sin
30cos ==

⋅
=  

      �
30sin                           

�

�

�
�

60
3

3

3

1

330sin

30sin
30 ctgtg ====  

                                          
�

�

�
� 603

30sin

330sin
30 tgctg ==

⋅
=  

 
        Докажи ги основните и изведените врски 
 

1) 1cossin 22 =α+α  
 
Доказ: 

I начин: Од 
c

a
=αsin , 

c

b
=αcos  и 1

2

2

2

2
222 =+⇒=+

c

b

c

a
cba  ⇒  1

22

=






+







c

b

c

a
 

⇒  ( ) ( ) 1cossin
22 =α+α   ⇒  1cossin 22 =α+α    

 

Пример  41:             
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II начин: 

                   
Според скицата, од ABC ACD∆ ∆∼ CBD∆∼ , имаме: 

















=α

=α

=α

=α

b

q

c

b

a

p

c

a

cos

cos

sin

sin

   ⇒  










=α

=α

c

q

c

p

2

2

cos

sin

 ⇒  .1cossin 22 =+=α+α
c

q

c

p
 

2) 
α
α

=α
cos

sin
tg ;  α

α
=α
sin

cos
ctg  

Доказ: Од 
α
α

=α⇒=α⇒=α
cos

sin
tg

c

b
c

a

tg
b

a
tg ,  а од .

sin

cos

α
α

=α⇒=α⇒=α ctg

c

a
c

b

ctg
a

b
ctg  

3) 1=α⋅α ctgtg    

Доказ: Од 1=⋅
a

b

b

a
 и 

a

b
ctg

b

a
tg =α=α ,  ⇒  1=α⋅α ctgtg  

      α
=α
ctg

tg
1

 ; .
1

α
=α
tg

ctg  

4) Од правоаголните триаголници на скицата, имаме:    

 

 αtg                 α+ 21 tg                                                       αctg                α+ 21 ctg  

                               α                                                                                                 α  

                                        1                                                                                                   1 
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α+

α
=α

21
sin

tg

tg
                                                           

α+

α
=α

21
cos

ctg

ctg
 

                             

α+
=α

21

1
cos

tg
                                                           

α+
=α

21

1
sin

ctg
   

Доказ: Од 1cossin 22 =α+α  со делење со α2cos  се добива   
α

=+α
2

2

cos

1
1tg  

2 2

1
cos cos

1 1

ctg

tg ctg

α
⇒ α = ⇒ α =

+ α + α
 

            Од 1cossin 22 =α+α  со делење со α2sin  се добива   
α

=α+
2

2

sin

1
1 ctg  

2 2

1
sin sin

1 1

tg

ctg tg

α
⇒ α = ⇒ α =

+ α + α
 

 

                              Упрости го изразот: 
α+
α−

−
α−

α
−

α
−

α
α+α+

sin1

cos1

sin1

sin

cos

2

cos

sincos1
2

2

 

Нека 

2

2

sin 1 cos sin sin 1 cos sin sin cos

1 sin 1 sin cos
A

α − α α + α + − α − α + α α
= + =

− α + α α
 

 
Сега за целиот израз имаме: 

.
cos

cossin

cos

cossinsincos1sinsincos2sincos1 2

22

22

α−=
α

αα−
=

α
αα−α+α+−α−α−α−α+α+

tg  

 

        Нека ( )�90,0, 1212 ∈αα∧α>α .Тогаш, 12 sinsin α>α  

                                                                                       12 coscos α>α  

                                                                                        12 α>α tgtg  

                                                                                       .12 α>α ctgctg  

 

Доказ: Нека разгледуваме правоаголни триаголници со константна хипотенуза cR = .  

                                                 

Toгаш очигледно е дека 1
11

2 sinsin α=>=α
OM

MM

ON

NN
;  1

11
2 coscos α=<=α

OM

OM

ON

ON
 

Пример 42:     
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                         1

1

1

2

2
2

cos

sin

cos

sin
α=

α
α

>
α
α

=α tgtg ;   .
sin

cos

sin

cos
1

1

1

2

2
2 α=

α
α

<
α
α

=α ctgctg  

 

                              Одреди го аголот ( )�� 90,0∈β  т.ш. 
2

1
sin >β  и 

2

1
cos >β . 

Решение: ( )�� 90,30∈β  и ( ) ( )0 ,60 30 ,60 .β∈ ⇒ β∈� � � �
  

 
 
 

                              Одреди го аголот ( )�� 90,0∈β  т.ш. .2≤β+β ctgtg  

Решение:   2
1

≤
β

+β
tg

tg  

                 0122 ≤+β−β⇒ tgtg  

          т.е.   ( ) 01
2 ≤−βtg  од што следува  1=βtg   т.е. .45�=β  

 
 
                              Одреди ги страните на правоаголниот триаголник со даден агол α  и                      

                              збир од катетите .ba +  

Решение: Од α= tg
b

a
 и својството на пропорција, имаме 

1

1+α
=

+ tg

b

ba
 

α=⇒
+α
+

=⇒ btga
tg

ba
b

1
, .22 bac +=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Пример 43:             

Пример 44:           

Пример  45:    
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1. Одреди ја вредноста на изразот 
β−β
α−α

ctg

tg

cos

cos
, ако 

5

3
sin =α и 

�90=β+α  

2. Одреди ја вредноста на изразот .
80cos60cos40cos20cos

70sin50sin30sin10sin
����

����

   

3. Ако ,α β и γ се остри агли на триаголник, докажи дека  .
222

α
=







 γ
+

β
tgctg  

4. Докажи дека  
q

p
tg =α2  во правоаголен триаголник. 

5. Одреди ги останатите тригонометриски функции, ако .
2

3
sin =α  

         

6. Одреди ги останатите тригонометриски функции, ако .5=αtg  
        

 

7. Одреди ги останатите тригонометриски функции, ако 

4 4

4 4
cos , 0.

a b
a b

a b

−
α = > >

+
 
        

 

8. Пресметај: .

4
cos

3
sin

46
3

22

22

π
−

π

π
+

π
ctgtg

  

 

Упрости ги изразите: (9-11) 

9. 
( ) α

−
αα−α

α−α
22

33

sin

1

sincossin

cossin

 

10.
 α+

α
+

α−
α−α+

−
α
α+

−
α
α+

cos1

sin

cos1

cossin31

sin

cos41

sin

sin1
2

 

11.
α

−α+α
4

66

cos

1cossin

 
 

   ЗАДАЧИ ОД НИВО В И НИВО Г  
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Докажи ги тригонометриските идентитети: (12,13) 

12.
 α

α
=

α
−

α+
−

α− cos

3

cos

1

sin1

1

sin1

2
2

tg
 

13. α+α=
α+
α

−
α+
α

− cossin
sin1

cos

cos1

sin
2

22

     

 
Докажи дека: (14,15) 

14. 1 2 3 ... 87 88 89 1tg tg tg tg tg tg⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =� � � � � �
     

15. 
2 2 2 2 2 2 1

sin 1 sin 2 sin 3 ... sin 87 sin 88 sin 89 44
2

+ + + + + + =� � � � � �
 

16. Докажи дека за правоаголен триаголник ( )�90=γ , важи:  .
sinsinsin γ

=
β

=
α

cba
 

      (користи дека sin90 1=� ) 

17. Реши ја равенката

 

3 2 1 0.x x− + =
                    

 

18. Користејќи рамнокрак триаголник, докажи дека 

 

αα=α cossin22sin ; 

α−α=α 22 sincos2cos ; 
2

2
2

1

tg
tg

tg

α
α =

− α  

за 2 90 .α < �
    

 
19. Одреди ги аглите на ABC∆ со страни 20,39 == ba  и .42=c  

20. Одреди ги страните на ABC∆ , ако '3033,28 �=β=ch  и '.4078�=γ  

21. Нека T  е множество од должините на страните и големините на аглите на 

правоаголниот триаголник, т.е . { }�90,,,,, βα= cbaT  . Одреди ги елементите на T , ако:

 .321,102 == ca  
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Задачи со заокружување: 
 

1. А (5)(    ) Вредноста на 
�45tg изнесува: 

А) 3                 Б) 1                  В) 
2

1
                  Г) 

3

3
             Д) Друг одговор     

 

 2. Б (5)(    ) Ако   
�90=β+α и 1cossin =β+α , тогаш, аголот β изнесува: 

 

А) 
�60                Б) 

�30                В) 
�45                Г) 

�75              Д) Друг одговор 

 

3. В (5)(    ) Ако 
5

12
=αctg , тогаш αsin  изнесува: 

 

А) 
12

5
                Б) 

13

12
                В) 

13

5
                Г) 

12

13
               Д) Друг одговор      

 
 

4. Г (5)(    ) Ако 
�90=β+α , тогаш β+α 22 coscos изнесува:  

А)  
2

1
                 Б) 

4

1
                 В) 0                   Г) 1                 Д) Друг одговор          

     

 
Задачи со дополнување: 

5. А (5)(    ) Ако 
2

3
60sin =� , тогаш  _________30cos =� .  

                  Ако 360 =�tg , тогаш ._________30 =�ctg . 

 

6. Б (5)(    ) Ако ( ) ( )α−−=+α �� 60230 ctgtg , тогаш ( ) .___________60cos =α−� . 

 
 

7. В (5)(    ) Ако 2
cossin3

cossin3
=

α−α
α+α

, тогаш вредноста на α  изнесува .___________  

 

  8. Г (5)(    ) Ако  4=α+α ctgtg , тогаш α+α 44 ctgtg изнесува___________________. 

 

 
 
 
 

  ПИСМЕНА РАБОТА  2 
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Задачи со целосна постапка: 
 

9. А (15)(    ) Ако
25

7
sin =α , определи ги вредностите на .,,cos ααα ctgtg  

 
10. Б (15)(    ) Упрости ги изразите:  
 

а) α
αα+α

cos

cossinsin 23

   б) ( ) ( )22
cossincossin α−α+α+α   в)

 
α+

+
α− sin1

1

sin1

1
 

 

11. В (15)(    )Одреди ги страните на правоаголен триаголник со плоштина  9  cm2 и агол 

.15�=α  

 
12. Г (15)(    ) Користејќи ги дефинициите на тригонометриските функции, докажи дека 
висината во правоаголен триаголник е геометриска средина од проекциите на катетите 
врз хипотенузата и која било катета е геометриска средина од хипотенузата и проекцијата 
на таа катета врз хипотенузата. 
 
 
 
 
 

 

Бодови(Оцена) 0-26   (1) 27-42 (2) 43-60 (3) 61-76 (4) 77-100 (5) 



ТЕМА 3.  
Комплексни броеви 
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НИВО: ПОМНЕЊЕ 
 

            Равенката 012 =+x нема решение во множеството реални броевиℝ . 

          Бројот i  таков што 12 −=
def

i  е едно решение на равенката .012 =+x  

 

          Бројот i  се вика имагинарна единица и .i∉ℝ  

 

          Броевите од видот bi , каде b∈ℝ , iе имагинарна единица се викаат имагинарни 

броеви. 
 

                          Броевите iiii
2

1
,3,5,2 −−  се имагинарни броеви. 

           Бројот biaz += , каде ,a b∈ℝ ,

 

i  е имагинарна единица се вика алгебарски 

(стандарден облик) на комплексен број и притоа ( )za Re=  се нарекува реален дел на 

комплексниот број z , а ( )zb Im=  се нарекува имагинарен дел на комплексниот број .z  

                              iz 321 += ;  22 =z ;  iz 33 =  

                         ( ) 2Re 1 =z ,  ( ) 2Re 2 =z ,  ( ) 0Re 3 =z  

                         ( ) 3Im 1 =z ,  ( ) 0Im 2 =z ,  ( ) 3Im 3 =z  

 

         Множеството { }| ,a bi a b= + ∈ℂ ℝ e множество од комплексни броеви коишто 

претставуваат точки од рамнина која се вика комплексна рамнина или Коши – Гаусова 

рамнина со оски Reи Im.  

         Комплексниот број  biaz +=   може да се претстави како подреден пар реални 

броеви ( )baz ,= , каде ( ),Re za = ( ).Im zb =  

                             Комплексните броеви ,431 iz += ,002 iz += ,53 −=z ,34 iz −= iz 255 +−=  
                    запишани како подредени парови реални броеви се: 

                    ( )4,31 =z ; ( )0,02 =z ; ( )0,53 −=z ; ( )3,04 −=z ; ( ).2,55 −=z  

 

         Првите четири степени на имагинарната единица се: ii =1 , 12 −=i , ii −=3 , .14 =i  
 
 
                          

Ученикот треба да знае дека... Ниво А 

Пример 1: 

Пример 2: 

Пример 3:                                     
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                       Вредноста на збирот 
432 iiii +++  изнесува  .011 =+−− ii  

 

    Нека biaz += , ,a b∈ℝ  е комплексен број, тогаш: 

1) z a bi− = − −  е спротивен број на комплексниот број biaz +=  ; 

2)
   

biaz −=  е конјугирано комплексен број на комплексниот број biaz += , т.е.  

броевите biaz +=  и biaz −=  се конјугирано комплексни;     

3)  
22 baz +==ρ е модул комплексниот број. 

 

                       Нека  iz 43+−=  е комплексен број, тогаш: 

 

1) iz 43−=− е спротивен број на комплексниот број iz 43+−= ; 

2)
   

3 4z i= − − е конјугирано комплексен број на комплексниот број iz 43+−= ;  

3) ( ) 543 22 =+−==ρ z  е модул комплексниот број iz 43+−= . 

                                               

    Два комплексни  броеви biaz +=1 , dicz +=2  се еднакви, ако и само ако броевите 

имаат исти реални делови и исти имагинарни делови, т.е. 




=

=
⇔=

db

ca
zz 21  

                         Нека yiix +−=+ 32 , тогаш од еднаквоста на броевите, добиваме:          

                      .2,3 =−= yx  

 

Два комплексни броеви biaz +=1 , dicz +=2  се собираат/одземаат, така што се 

собираат/одземаат реалните делови и се собираат/одземаат имагинарните делови, т.е. 

( ) ( )idbcazz ±+±=± 21 . 

                         

                        За комплексните броеви iz 431 +−= , iz 572 −=  збирот и разликата се: 

izz −=+ 421 , .91021 izz +−=−  

 

       Производот на комплексните броеви  biaz +=1  и dicz +=2  е еднаков на  

( ) ( )iadbcbdaczz ++−=⋅ 21 . 

                   

                         Нека iz 231 += , iz 542 +−= , тогаш ( ) ( )1 2 12 10 8 15 22 7 .z z i i⋅ = − − + − + = − +  

 

       Количникот на комплексните броеви  biaz +=1  и dicz +=2  е еднаков на  

i
dc

adbc

dc

bdac

z

z
2222

2

1

+
−

+
+
+

= , 022 ≠+ dc .  

 

                               Нека iz 231 −= , iz 352 += , тогаш .
34

19

34

9

2

1 i
z

z −
+=  

       Квадратот на комплексниот број z a bi= ±  е еднаков на  ( ) abibabiaz 22222 ±−=±= . 

Пример 4:                                     

Пример 5:                                     

Пример 6:                                     

Пример 7:                                     

Пример 8:                                     

Пример 9:                                     
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                               Нека iz 321 −= , тогаш ( ) .125129432
22 iiiz −−=−−=−=  

       За модулот на комплексниот број  biaz += , важи: 

zzz ⋅=
2

, т.е. ( )( )biabiabaz −+=+= 222
, .2

2
zz =  

       Нека  biaz +=1 , dicz +=2 , тогаш 2121 zzzz ⋅=⋅  и .
2

1

2

1

z

z

z

z
=  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Пример 10:                                     
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     НИВО: РАЗБИРАЊЕ 
 

           Равенката 042 =+x нема решение во множеството реални броевиℝ , но има две 

решенија во множествто од комплексни броеви ℂ . 
 

                              Равенката 042 =+x  се запишува како 04 22 =− ix  , т.е.             

                            ( )( ) 022 =+− ixix  и нејзините решенија се ix 21 = , ix 22 −= . 

         Комплексен квадратен корен од бројот a∈ℝ  е множество со два елементи. 

 

                             Комплексен квадратен корен од бројот 4 , т.е. 4  изнесува  2 ; -2. 

                             Навистина, од x=4  имаме 
24 x=  т.е. 1 22, 2.x x= = −  

                            

                             Комплексен квадратен корен од бројот  -4 , т.е. 4−  изнесува i2  ; .2i−  

                             Навистина, од x=− 4  имаме 42 −=x  т.е. .2,2 21 ixix −==  

                            односно ( ) .24144
2

ii ±==−⋅=−  

 

                              Комплексен корен од бројот 0 , т.е. 0  изнесува 0. Навистина, од 

x=0 имаме 02 =x  т.е. .0,0 21 == xx  

 

        Збирот и разликата на имагинарните броеви ai  и bi  , т.е. cibiai =±  ; , ,a b c∈ℝ   е 

имагинарен број, при што .bac +=  

 
                              Збирот и разликата на броевите i8  и i5−  е i3  и i13  соодветно. 

 
        Производот и количникот на имагинарните броеви ai  и bi  се реални броеви, т.е.     

    
2ai bi abi ab⋅ = = − ∈ℝ ;  

ai a

bi b
= ∈ℝ

 
и .0≠b                              

                               Збирот, разликата, производот и количникот од броевите i8 и i2− , 

изнесува:  ( ) iii 628 =−+ ; ( ) iii 1028 =−− ; ( ) 28 2 16 16i i i⋅ − = − =  i2− ;   
8

4.
2

i

i
= −

−
      

         Множеството од природни броеви ℕ може да се разбие на четири дисјунктни 
подмножества: 

{ } { } { } { }0 0 04 0 | ; 4 1| ; 4 2 | ; 4 3 |I II III IVk k k k k k k k= + ∈ = + ∈ = + ∈ = + ∈ℕ ℕ ℕ ℕ ℕ ℕ ℕ ℕ  

 
 

                                                  0ℕ           Iℕ   

                                                           IIℕ       IVℕ  

                                                               IIIℕ                                                       

 

Ученикот покажува дека разбира... Ниво Б 

Пример 11:                                     

Пример 12:                                     

Пример 13:                                     

Пример 14:                                     

Пример 15:                                     

Пример 16:                                     
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{ } { } { } { }0,4,8,12,... ; 1,5,9,13,... ; 2,6,10,14,... ; 3,7,11,15,...I II III IV= = = =ℕ ℕ ℕ ℕ  

 

        Степенот на имагинарната единица { }iiin ,,1,1 −−∈  ,n∈ℕ   т.е. 

( ) 100404 ==⋅=+ iiii
kk

; 

( ) iiiii
kk ==⋅=+ 11414

; 

 
( ) 122424 ==⋅=+ iiii

kk
; 

  
( ) iiiii

kk −==⋅=+ 33434
. 

 

                             Вредноста на збирот 
8765 iiii +++  изнесува .011 =+−− ii  

 
 
 

         Множеството реални броеви ℝ  е вистинско подмножество на множеството од 

комплексни броеви, т.е. ⊂ℝ ℂ . 
 

                             Реалните броеви 4,1,0,2−  може да се запишат како комплексни броеви: 

                          iz 021 +−= ;  iz 002 += ; iz 013 += ;  iz 044 +=  

Графички се претставуваат во комплексната рамнина на Re - oската. 

 

                            
 
         Множеството од имагинарни броеви � е вистинско подмножество на множеството од 

комплексни броеви, т.е.  � ⊂ �.  
 

                             Имагинарните броеви 3 , 2 , 4i i i−  може да се запишат како комплексни         

                              броеви: iz 301 −= ;  iz 202 += ; iz 403 +=   

                          

Графички се претставуваат во комплексната рамнина на Im - oската. 
 

Пример 19:                                     

Пример 20:                                     

Пример 17:                                     

Пример 18:                                     
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         Ако biaz += , тогаш:  

1) z  и z  се конјугирано комплексни броеви и во комплексната рамнина се симетрични 
точки во однос на −x оската. 

 2)
 
z  и z− се спротивни броеви и во комплексната рамнина се симетрични точки во однос 

на координатниот почеток О. 

3)  z−  и z−  се конјугирано комплексни броеви и во комплексната рамнина се симетрични 
точки во однос на −x оската. 

4) z  и z− се спротивни броеви и во комплексната рамнина се симетрични точки во однос 
на координатниот почеток О. 
     
или графички:  

                                     

каде што  ( )baz ,= , ( )baz −= , , ( )baz ,−=− , ( )., baz −−=−  
 

                                Нека iz 32 += е даден комплексен број, тогаш броевите zzzz ,,, −−  

се ( ) zz == 3,2 ; ( )3,2=z ; ( )3,2 −−=− z ; ( )3,2−=− z   и во комплексната рамнина 

претставени графички се: 

Пример 21:                                     
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         Подредениот пар броеви ( )ba,  претставен на скицата, претставува: 

                          
1. координати на точка ( )baM ,   

2. комплексен број ( )baz ,=   

3. координати на радиус - вектор ( ),OM a b=
�����

 

  Модулот на векторот 
2 2OM a b= +

�����
и модулот на комплексниот број 

22 baz += се 

еднакви, т.е.  .OM z=
�����

 
 

          Геометриско место на точки од рамнината еднакво оддалечени од точка ( ),C p q  е 

кружница со равенка ( ) ( )2 2 2x p y q r− + − = . Ако ( )0,0C  тогаш кружницата е централна со 

равенка 
2 2 2x y r+ = .  
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                                   Подредениот пар ( )4,3−  претставува: 

а) координати на точка ( )4,3−M   

б) радиус–вектор ( )3,4OM = −
�����

 со модул ( )2 2
3 4 5OM = − + =

�����
 

в) комплексен број iz 43+−=  со модул ( ) 543 22 =+−=z  

 

         Нека yixz += . Од 
22 yxz += т.е. 

222 zyx =+  и .constz = , добиваме дека  

геометриското место од точки за кои важи 
222 zyx =+
 
е кружница со центар во 

координатниот почеток и радиус .zr =  

                                                                 
                                
 
 а) Скицирај го геометриското место на точки на комплексните броеви  што имаат  

  модул 2 , т.е. 2=z .                                    

  Значи, ( )222 2=+ yx , т.е.  222 =+ yx , а тоа е кружница со радиус 2 . (црт. 1) 

б) 2<z
 
во рамнината претставува геометриско место на точки во кругот  

  со радиус 2 . (црт. 2) 

в) 2>z
 
во рамнината претставува геометриско место на точки надвор од кругот  

  со радиус 2 . (црт. 3) 

 
                  (црт. 1)                                  (црт. 2)                                 (црт. 3) 

Пример 22:                                     

Пример 23:                                     
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1. Имагинарната единица i , во комплексната рамнина е претставена со точката 

___________.               

 2. Од дефиницијата 12 −=i , се сложуваме за 1−=i , т.е.  i  да се користи место 1− . 

Запиши ги броевите 3,9,4 −−−  со помош на i . 

3. Множеството од вредности на степенот  
ni , n∈ℕ , каде iе имагинарна единица има: 

 А) 2 елементи.    Б) 4 елементи.    В)
 
3 елементи.

  
 Г)

 
бесконечно многу.  Д) друг одговор. 

4. Комплексниот број  ( )0,000 =+= iz   (комплексна нула), имагинарниот број bi , за 0=b

има исто значење како и реалниот број ______. 

5. Упрости го секој од следните изрази: 

а)
13i       б) 

66i      в) ( )32i       г) ( )23i−     д) ( )32i−  

6. Одреди ги двата квадратни корени за секој од следните броеви: 

а)-4      б) -196     в) -361      г) -1024     

7. Одреди по едно решение за секоја од следните равенки: 

а) ix =5       б) 16 =x      в) ix 273 −=       г) ix =3      

8. Упрости ги производите: 

а) ( ) ( )ii 74 ⋅       б) ( ) ( )ii 411 −⋅−      в) ( )i74 −⋅       г) ( ) ( ) ( )ii 536 ⋅⋅−      

9. Кој од следните комплексни броеви е еднаков на i
2

1

4

3
+  ? 

А) i2
4

3
+            Б) i575,0 +             В)

 
i5,05,7 +
            

 Г)
 

i
8

4

8

6
+           Д) Друг одговор 

10. Ако збирот на полиномите bxa +  и  dxc +  е ( )xdbca +++ , тогаш збирот на 

комплексните броеви bia +  и  dic +  е ________________________. 

11. Ако ( ) 3Re −=z  и ( ) 5Im =z , тогаш комплексниот број =z ____________________. 

 

   ЗАДАЧИ ОД НИВО А И НИВО Б : 
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12. Користејќи ја дефиницијата за собирање на комплексни броеви, пресметај: 

а) ( ) ( )ii 6532 +++      б) ( ) ( )ii 6532 −−+−−     в) ( ) ( )ii 6868 +−+−     г) ( ) ( )ii 6532 −++−      

13. Упрости ги изразите: 

а) ( ) ( )ii 5432 +−−      б) ( ) ( )ii 5454 −−+          в) ( ) ( )ii 3434 −−−        г) ( ) ( )ii 10782 +−+−      

14. Користејќи ја дефиницијата за множење на комплексни броеви, пресметај: 

а) ( ) ( )ii +⋅+ 425        б) ( ) ( )ii 7435 −⋅+             в) ( ) ( )ii 4121 +⋅−           г) ( ) ( )ii 1134 +⋅+−      

15. Пресметај: 

а) 
i−1
2

          б) 
i+1
2

            в) 
i

i

+
−
1

1
          г) 

i

i

−
+
2

2
 

16. Одреди го збирот и производот: 

а) ( ) ( )2,45,3 +        б) ( ) ( )5,85,9 −+−           в) ( ) ( )8,38,3 −⋅−−           г) ( ) ( )1,01,0 ⋅                               

17. Претстави ги комплексните броеви iz 431 += , iz 242 +−= , iz 013 += , iz 204 +=  и 

   iz 005 +=
 
во комплексната рамнина. 

18. Претстави ги радиус-векторите 1 (2,3)OM =
�����

, ( )2 3, 4OM = −
������

, ( )3 5,1OM = −
������

 и 

( )4 2, 5OM = − −
������

 во рамнина, а потоа запиши ги подредените парови како комплексни 

броеви во алгебарска форма. 

19. Одреди го збирот на радиус-векторите 1 (5,2)OM =
�����

 и  ( )2 2,4OM =
������

, а потоа збирот на 

комплексните броеви iz 251 += и iz 422 += . Што заклучуваш? 

20. Напиши ги конјугираниот и спротивниот број на дадениот комплексен број: 

а) iz 43−=      б) iz 52 +−=     в) iz += 0     г) iz 00 +=                           

 21. Нека iz 72 −= , тогаш одреди: 

а) z      б) z     в) z     г) z−                           

22. Нека iz 521 +=  и iz 232 −= , тогаш одреди: 

а) 21 zz +      б) 1 2,z z     в) 21 zz +     г) 21 zz +           

 Што забележуваш?        
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23. Нека iz 861 −=  и iz 432 += , тогаш одреди: 

а) 1z      б) 2z     в) 21 zz ⋅     г) 21 zz ⋅       д)  21 zz ⋅   

24. Нека iz 27 −= , тогаш одреди: 

а) z      б) z     в) z−     г) z−         

Што забележуваш? 

25. Одреди ги x  и y  од равенствата: 

а) ( ) iiyx 3412 −=−+      б) iyix −=−+ 32     в) iyix 6423 −=−+      

26. Запиши ги во производ збировите од квадрати: 

а) 92 +x      б) 254 2 +x      
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  НИВО: ПРИМЕНА                

  
        Потребата за проширување на множеството од реални броеви потребата од 
разложувањето на збирот од квадратите во производ. Имено од формулата 

( )( )BABABA +−=− 22
 и од дефиницијата  12 =i  добиваме:           

                                ( ) ( )( )biabiabiabiaba +−=+=−=+ 2222222
 . 

Ставајќи  biaz −=  и biaz += , добиваме zzba ⋅=+ 22
. Бидејќи 

22 baz += , добиваме 

.
2

zzz ⋅=  

                                Бројот 10 може да се запише како производ од два конјугирано             

                           комплексни броеви на следните начини:  

                                                ( )( )iii +−=−=+= 3391910 2
 

( ) ( )( )iii +−=−=+= 222282810
2

 

             
( ) ( )( )3737373710

2

iii +−=−=+=
 

                                                
( )( )iii +−=−=+= 115555510 2

 

                               По кратењето на дропката  
ix

x

3

92

−
+

 се добива      

                               
( )( )

ix
ix

ixix

ix

ix

ix

x
3

3

33

3

9

3

9 222

+=
−

+−
=

−
−

=
−
+

, за .3ix ≠  

 

        Реципрочната вредност на i  и bia + , изнесува: 

                              i
i

i

i

i

ii
i −=

−
=

−
−
⋅

+
==−

2

1

0

11
   

                             ( ) i
ba

b

ba

a

ba

bia

bia

bia

biabia
bia

222222

1 11

+
−

+
=

+
−

=
−
−

⋅
+

=
+

=+ −
 

 
 
 
 
 

Пример 24:                                     

Пример 25:              

Ученикот треба да го примени своето 

знаење и разбирање 

Ниво В 
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                               Реципрочната вредност на i43− , изнесува: 

 

                                  ( ) 1 1 1 3 4 3 4
3 4

3 4 3 4 3 4 25 25

i
i i

i i i

− +
− = = ⋅ = +

− − +
 

        Количникот на броевите bia + и dic +  изнесува   i
dc

adbc

dc

bdac

dic

bia
2222 +

−
−

+
+

=
+
+

. 

 

Може да се одреди и на следниот начин: 
a bi

u vi
c di

+
= +

+
, па a bi uc cvi dui dv+ = + + −  

 

2 2 2 2
Re ; Im

cu dv a ac bd a bi bc ad a bi
u v

du cv b c d c di c d c di

− = + + − +   ⇒ ⇒ = = = =    + = + + + +   
, т.е 

 

i
dc

adbc

dc

bdac

dic

bia
2222 +

−
−

+
+

=
+
+

 
 

 

                               Нека  iz 321 −= , одреди комплексен број yixz +=  т.ш.  

( ) 18Re 1 =⋅ zz и 
13

1
Im

1

=








z

z
. 

Согледај го решението:  

( )( ) ( )2

1 2 3 2 3 2 3 2 3 3 2z z i x yi x xi yi yi x y x y i⋅ = − + = − + − = + − − ,  

1

2 3 3 2

2 3 13 13

z x yi x y x y
i

z i

− + −
= = +

−
. Значи, 

13

1

13

23
=

− yx
 

Добиваме 




=−

=+

123

1832

yx

yx
 од каде 





=

=

4

3

y

x
 , т.е. iz 43+=  

 

        Формулите за модул од производ и количник 2121 zzzz ⋅=⋅  и 
2

1

2

1

z

z

z

z
= можат да се 

воопштат: 
m

n

m

n

www

zzz

www

zzz

⋅⋅⋅

⋅⋅⋅
=

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

...

...

...

...

21

21

21

21 , т.е. 
m

n

m

n

w

z

w

z
= .        

                          
 
 
 
 
 

Пример 26:              

Пример 27:              
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                                Одреди го модулот  од комплексниот број 
( )

( ) ( )62

8

271

3

ii

i

−+

−
. 

Согледај го решението 
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

8
8

8 7

6 6 662 2

33 2 2
.

2 3 31 7 2 1 7 2

ii

i i i i

−−
= = =

⋅+ − + −
 

 
 

        Нека yixz +=  и нека z p qi r− − =
 
каде што ,p q∈ℝ . Тогаш добиваме 

x yi p qi r+ − − = , т.е.  ( )x p y q i r− + − = .  

Ако x p u− =  и vqy =− , тогаш u vi r+ =  , т.е. 
222 rvu =+  е кружница. 

                                              
 

Заклучуваме дека од  ( ) riqypx =−+−  добиваме кружница ( ) ( ) 222
rqypx =−+−  со 

центар ( )qpC ,  и радиус r . 

              
 

                              Скицирај го множеството решенија на неравенката 123 ≤−− iz . 

Решение: Ако yixz += , тогаш ( ) 123 ≤−+− iyx , т.е. ( ) ( ) .123
22 ≤−+− yx  

 

                        

 

Пример 28:              

Пример  29:    
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  НИВО: АНАЛИЗА, СИНТЕЗА И ВРЕДНУВАЊЕ   

        Комплексниот број yixz += , каде ( ) ( )zyzx Im,Re ==  е запишан во алгебарска т.е. 

стандардна форма. 

( )yxz ,=  е комплексен број запишан како подреден пар реални броеви. 

( )ϕ+ϕρ= sincos iz  е тригонометриска форма на комплексен број, каде што ρ  е модул, а   

ϕ  е аргументот на комплексниот број. 

ϕ⋅ρ= iez  е експоненцијална форма на комплексен број, каде што ρе модул, а ϕ  е 

агрументот на комплексниот број. Ако 1=ρ , тогаш ϕ+ϕ=ϕ sincos iei  и се вика Ојлерова 

формула.  

                               Докажи дека: 
2

cos
ϕ−ϕ +

=ϕ
ii ee

 и 
i

ee ii

2
sin

ϕ−ϕ −
=ϕ              

Од Ојлеровата формула ϕ+ϕ=ϕ sincos iei , т.е. ϕ−ϕ=ϕ− sincos ie i

  

со собирање се добива 
2

cos
ϕ−ϕ +

=ϕ
ii ee

, а со одземање се добива .
2

sin
i

ee ii ϕ−ϕ −
=ϕ  

 

        Нека yixz +=  и yixz −=  каде ( ) ( )Re , Imx z y z= = . Тогаш: 

а) 
2

zz
x

+
=  и 

i

zz
y

2

−
=  т.е. ( ) zzz +=Re2  и ( ) zzzi −=Im2  

б) zz =         в) zz =          

г) 2121 zzzz +=+ , каде yixz +=1  и viuz +=2    

д) 2121 zzzz ⋅=⋅ , каде yixz +=1  и viuz +=2     

 

Доказ: а) Со собирање на равенките yixz +=  и yixz −=  се добива 

 zzx +=2 , т.е. 
2

zz
x

+
=  , од каде ( )

2
Re

zz
z

+
= , 

Ниво Г Ученикот треба да користи логичко следство 

Пример 30:              
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а) со одземање се добива zzyi −=2 , т.е. 
i

zz
y

2

−
= , од каде ( )

i

zz
z

2
Im

−
=  

б) zyixyixyixz =+=−=+=  

в) zyixyixyixyixz =−=+=−=+=          

г) ( ) ( ) 2121 zzviuyixivyuxivyuxviuyixzz +=−+−=+−+=+++=+++=+  

д) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 2121 zzviuyixiyuxvyvxuiyuxvyvxuviuyixzz ⋅=−−=−−−−=++−=+⋅+=⋅                             

                              Равенствата 2121 zzzz +=+  и 2121 zzzz ⋅=⋅  важат и поопшто: 

                             nn zzzzzz +++=+++ ...... 2121  и nn zzzzzz ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅ ...... 2121  

        Нека yixz += и 2z u vi= +  и нека 
2 2

1 1 1z x y z z= + = , 
2 2

2 2 2z u v z z= + = . 

Тогаш:  а) 1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅        б) 
11

2 2

zz

z z
=  

Доказ:  

а) 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z⋅ = = = = = ⋅ , т.е.   1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅   

б) 
2 1 1

1 1 2 2

2 2 2

z z z
z z z z

z z z
= ⋅ = ⋅ = ⋅ , т.е. 

11

2 2

zz

z z
=                                 

                             Равенството 1 2 1 2z z z z⋅ = ⋅  важи и општо: 1 2 1 2... ...n nz z z z z z⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ . 

Ако  1 2 ... nz z z= = =  , тогаш важи ... ...
nnz z z z z z z z= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = .             

                              Нека 1 2 3, ,z z z   се комплексни броеви и 1 2 3z z z r= = = . Тогаш,  

                                                      1 2 2 3 3 1

1 2 3

z z z z z z
r

z z z

+ +
=

+ +
 

Пример 31:              

Пример 32:              

Пример 33:              
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Доказ: 
22 1

1 1 1 2

1

1z
r z z z

r z
= = ⇒ =  ,  

22 2
2 2 2 2

2

1z
r z z z

r z
= = ⇒ =  ,  

22 3
3 3 3 2

3

1z
r z z z

r z
= = ⇒ =

Значи, ( )3 1 2 31 2
1 2 2 3 3 1 1 2 3 1 2 3 1 2 32 2 2 2

1 2 3

1 1 1 z z z zz z
z z z z z z z z z z z z z z z

z z z r r r r

  
+ + = + + = + + = + +  

   
, т.е. 

3
1 2 3

1 2 2 3 3 1 1 2 3 1 2 32 2

z z z r
z z z z z z z z z z z z

r r
+ + = + + = + + . Добиваме 1 2 2 3 3 1

1 2 3

.
z z z z z z

r
z z z

+ +
=

+ +
 

          Нека треба да одредиме квадратен корен од z u vi= + , т.е. u vi+ . Значи треба да 

најдеме број a bi+  каде што ,a b∈ℝ  , т.ш. ( )2a bi u vi+ = + , ,u v∈ℝ .                                             

Од еднаквоста на комплексните броеви 
2 2 2a b abi u vi− + = + , имаме:                                    

                                                                     
2 2a b u− =  и  2abi vi=  , т.е. , 0

2

v
b a

a
= ≠                                

Значи,  
4 2 24 4 0a ua v− − =  , т.е. ако  

2a T=  имаме: 

              
2 24 4 0T uT v− − =  , т.е.     

             
2 2 2 24 4 0T uT u u v− + − − =           

                    ( )2 2 22T u u v− = +                                                                                                

2 22T u u v− = +  
2 2

2

u u v
T

± +
⇒ = . Бидејќи 

2 2 0u u v− + < , следува 
2 2

2

u u v
T

+ +
= . 

Значи, 
2 2

2

2

u u v
a

+ +
=  , т.е. 

2 2

2

u u v
a

+ +
= ± .                                                                

Добивме дека 
2 2

2

u u v
a

+ +
= ±   и , 0

2

v
b a

a
= ≠  каде .u vi a bi+ = +                     

                             Да одредиме 5 12i a bi− = +  , ,a b∈ℝ . 

Решение: ( )2 5 12a bi i+ = −  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

2 222 2 4 2
2 2 2

36
9 4 055 5 36 0

5
6 6 662 12 0 0 00

a aaa b a a
a b a

ab b a b a b ab aa a aa

  − + = − =− = − − = − =    
⇔ ⇔ ⇔ ⇔    

= − = − ≠ = − ≠ = − ≠    = − ≠  

Се добива дека: 1 23, 3a a= = −  и 1 22, 2b b= − = . 

Значи, квадратниот корен има вредности: 3 2i−   и 3 2i− +  

         Нека се дадени точките ( )1 1 1,M x y  и ( )2 2 2,M x y . Во рамнината XOY ги формираме 

векторите:  ( ) ( )1 1 1 2 2 2, , ,OM x y OM x y= =
����� ������

 и ( )1 2 1 2,OM x x y y= + +
�����

.                                                 

Пример 34:              
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Ги разгледуваме комплексните броеви ( ) ( )1 1 1 2 2 2, , ,z x y z x y= =  и ( )1 2 1 2 1 2,z z x x y y+ = + + , 

како на дадената скица. 

                                       

Важи: 

1) 1 2 1 2z z z z+ ≤ +  

2) 1 2 1 2z z z z− ≥ −  

Доказ:  Од формулата за модул, важи ( )Rez z z− ≤ ≤  и ( )Imz z z− ≤ ≤ . 

             Исто така ( )2Re z z z= +  и ( )2Im z z z= − . 

1) ( ) ( ) ( )2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 2 2z z z z z z z z z z z z z z z z z z+ = + + = + + = + + + =  

                 
( )2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 22Rez z z z z z z z z z= + + + = + +
 

Од ( )1 2 1 2 1 2 1 2Re z z z z z z z z≤ = = , добиваме 
2 2 2

1 2 1 2 1 22z z z z z z+ ≤ + +  

                                                                          т.е. ( )22

1 2 1 2z z z z+ ≤ +  

                                                                          т.е. 1 2 1 2z z z z+ ≤ +  

 

2) ( ) ( )( )2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2z z z z z z z z z z z z z z z z z z− = − − = − − = + − − =  

                 
( ) ( )2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 22Rez z z z z z z z z z= + − + = + −
 

Од ( )1 2 1 2 1 2Re z z z z z z≤ = , добиваме 
2 2 2

1 2 1 2 1 22z z z z z z− ≥ + −  

                                                                    т.е. ( )22

1 2 1 2z z z z− ≥ −  
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                                                                    т.е. 1 2 1 2 .z z z z− ≥ −  

 
 
 

  1. Пресметај: 36 16 64 49− − − − − + − . 

 Сведи ги во облик x yi+ , изразите (2- 5): 

  2. а) ( ) ( ) ( )8 4 7 2 6i i i+ + − + − +      б) ( ) ( ) ( )7 3 2 8 9 12i i i+ − + + −      

  3. а) ( )( ) ( )23 2 3 1i i i+ + − −      б) ( )( ) ( )25 1 2 5 3i i i+ − + +          

  4. а)
2 3

2 3

i

i

+
−

          б) 
5 2

1

i

i

−
−

             

  5.  а)
1 3

1 2

i i

i i

−
−

+ +
          б) 

( )( )1 3 2

2

i i

i

+ +

+
             

  6. Одреди ги ( )Re z
 
и ( )Im z , ако 24 33 391 1

.
1 1

i i
z i i i

i i

+ −
= + + + +

− +
 

  7. Одреди ги ( )Re z
 
и ( )Im z , ако 

3 2 2
.

2 3

i i
z

i i

− −
= +

+ +
 

  8. Ако ( ) 2 4 7 4f z z iz i= − − − , одреди го ( )2 3 .f i+  

  9. Ако ( ) 22 3f z z z= + + , одреди го ( )f z , ако 3 2 .z i= +  

10. Реши ја по z равенката:    а) ( )2 2 3 4 6i z z i+ + − = +     б) 4 20 18z z i+ = +  

11. Даден е комплексниот број 1 2z i= + . Одреди комплексен број z x yi= + , ако е 

исполнета конјункцијата 
1

3
Re

5

z

z

 
= − 

   

и ( )1Im 1z z⋅ = . 

Одреди ги реалните броеви x  и y од равенките (12-13): 

12. а) 3 2 12x xi y iy i+ − = − −     б) 5 3 2 6x yi i ix y− + = − −  

13. а) ( )( )3 7 2 4x iy i i+ − = +     б) ( )( )2 1 3x iy i i+ + = +  

14. Разложи на комплексни множители: а) 2 49x +      б) a b+    в)  25.  

   ЗАДАЧИ ОД НИВО В И НИВО Г : 
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15. Одреди го модулот на комплексните броеви  , , ,z z z z− − , ако 8 15 .z i= −  

16.  Одреди го модулот на комплексниот број:    а)
1 3

1 2

i i

i i

−
−

+ +
     б) ( )1

3 2
2

i
i

i

+
+

+
             

17. Докажи дека 

3 3

1 3 1 3
2

2 2

i i   − + − −
+ =      

   
 

18. Докажи дека равенството 1 3 1 3 6i i+ + − =  важи барем за по една вредност на 

корените. 

19. Докажи дека ( ) ( )6 6

2 2 46i i+ + − = − . 

20. Ако 2 11z i= + , тогаш 
33 4z z+ = . Докажи дека равенството важи барем за по една 

вредност на корените. 

21. Нека се дадени точките ( )1 1 1,M x y  и ( )2 2 2,M x y
 
и нека ( )1 2 1 2,M x x y y+ + , тогаш 

четириаголникот 1 2OM MM  е паралелограм. 

а) Докажи со помош на Питагорова теорема дека  ( )2 2 2 2

1 2 1 22OM M M OM OM+ = +  

б) Докажи  со помош на комплексни броеви дека ( )2 2 2 2

1 2 1 2 1 22z z z z z z+ + − = +  

в) Изврши вреднување на постапката. 
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Задачи со заокружување: 

 

1. А (5)(    ) Имагинарниот дел на комплексниот број 2 7z i= − − е: 

 

А) 7                 Б) 7−                   В) 2−                   Г) 2i−              Д) Друг одговор     

 

2. Б (5)(    ) Реалниот  дел на комплексниот број 
1 1

4 2

i
z

−
= − е: 

А) 
3

4
                Б) 

1

4
                  В) 

1

2
−                   Г) 

1

8
             Д) Друг одговор     

 

3. В (5)(    ) Модулот на комплексниот број 
6 8

3

i
z

i

− +
=

−
изнесува: 

А) 
2

2

i
                Б) 5                 В) 10                 Г) 

6

3
−

           Д) Друг одговор      

4. Г (5)(    ) Нека  1z i= − , тогаш 

6

z
 − 
 

изнесува: 

А)  8                  Б) 64i−              В) 64                Г) 8i−                 Д) Друг одговор        

       

 
Задачи со дополнување: 
 

5. А (5)(    ) Ако комплексните броеви  1z x i= − и 2 1z yi= − + се еднакви, тогаш 

                 _________; ___________.x y= =  

 
6. Б (5)(    ) Реалните броеви се точки од ________________ , а комплексните броеви се   

                 точки од ________________ .  

 

7. В (5)(    ) Нека ( )1 3,1M и ( )2 5,5M се точки од рамнината, тогаш 1 3z i= + , 2 5 5z i= + и 

                   1 2 ______ .z z+ =   ( )1 3,1OM =
�����

и ( )2 5,5OM =
������

 
и 1 1 _________ .OM OM+ =
����� �����

 

 

8. Г (5)(    ) Последиците ( )Re
2

z z
z

+
=  и ( )Im

2

z z
z

i

−
=  се добиваат од причината 

                ________________  и ________________ . 

 

 
 

  ПИСМЕНА РАБОТА  3 
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Задачи со целосна постапка: 
 

9. А (15)(    ) Нека 1 22 3 , 3 4z i z i= − = − + , тогаш одреди:  а) 1 2z z+   б) 1 2z z−   в) 1 2z z⋅  

 
10. Б (15)(    ) Скицирај го и штрафирај множеството од точки од рамнината за кои важи 

                      1z ≤  и 1 1z − ≤ . 

 
11. В (15)(    ) Одреди го реалниот и имагинарниот дел од комплексниот број  

                      
( )

( )( )
2

4 41 3

11

i ii

ii

− + − −+
+

+− −
. 

12. Г (15)(    ) Ако 
1 3

2

i
z

− ±
= , докажи дека 

2 1 0z z+ + =  и 
3 1z = . 

 
 

 
 
 
 

Бодови (Оценка) 0-26   (1) 27-42 (2) 43-60 (3) 61-76 (4) 77-100 (5) 



ТЕМА 4.  
Квадратни равенки, 

дискриминанта и виетови 

формули 

 

pxx −=+ 21  

qxx =⋅ 21
 

qpxx 222

2

2

1 −=+
 

33

2

3

1 3 ppqxx −=+
 

2

1 2 4x x p q− = −
, 

2 4p q>
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НИВО: ПОМНЕЊЕ 
 

            Равенката од видот 02 =++ cbxax ,   Rcba ∈,,   и 0≠a  е општ вид на квадратна 

равенка, каде: 

      2ax  е квадратен член. 
      bx   е линеарен член. 
       c    е слободен член. 
 
при што:  a  е коефициент од квадратниот член. 
                 b  е коефициент од линеарниот член. 
                 c  е коефициент кој се вика слободен член.   
 
      Од општиот облик на квадратната равенка може да се одредат коефициентите: 
  

                          За квадратната равенка 0743 2 =+− xx  коефициентите се: 

7,4,3 =−== cba .            

     Ако 0,0,0 ==≠ cba  равенката е од видот 02 =ax  со решенија 0,0 21 == xx  се 

нарекува тривијален вид на квадратна равенка. 

                           За квадратната равенка 03 2 =x    решенијата се 0,0 21 == xx . 

     Ако 0,0,0 =≠≠ cba  равенката е од видот 02 =+ bxax  еквивалентна со равенката 

производ ( ) 0=+ baxx  и се вика мешовито квадратна равенка со решенија 
a

b
xx −== 21 ,0                                  

                           Од  квадратната равенка 052 2 =− xx  се добива  ( ) 052 =−xx  со 

решенија  
2

5
,0 21 == xx . 

        Ако 0,0,0 ≠=≠ cba  равенката е од видот 02 =+ cax , ако 0
c

a
≤ со решенија 

a

c
x

a

c
x −+=−−= 21 ,  и се вика  чисто квадратна равенка. 

 

Ниво А 

Пример 1: 

Пример 2: 

Пример 3:                                     

Ученикот треба да знае дека... 
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                          Решенијата на  квадратната равенка 0182 2 =−x   се 1 23, 3x x= − = . 

                                      Претходните квадратни  равенки се викаат непотполни квадратни            
                               равенки. 
  

     Ако 0,0,0 ≠≠≠ cba  равенката е од видот 02 =++ cbxax  и се вика полна квадратна 

равенка чии  решенија се 
a

acbb
x

2

42

2,1

−±−
= , 2 4b ac≥  т.е.   

                                   
a

acbb
x

2

42

1

−+−
= , 

a

acbb
x

2

42

2

−−−
= . 

 
                          

                       Коефициентите на квадратната равенка  062 =−+ xx   се 6,1,1 −=== cba ,      
                     а решенијата се: 

 
( )

12

61411 2

1 ⋅

−⋅⋅−+−
=x , т.е. 31 −=x  и 

( )
12

61411 2

2 ⋅

−⋅⋅−−−
=x  т.е. 22 =x . 

 

       Ако Rcba ∈= ,;0  и 0≠b  равенката 02 =++ cbxax  се сведува на 0=+ cbx  и се 

вика линеарна равенка. 
 

                        Решение на равенката  0112 =−x  е 
2

11
=x . 

 
                             Квадратната равенка секогаш има по две решенија - реални (еднакви   
                             или различни ) или две нереални решенија. 
                              

     Изразот acb 42 −  означен со D , т.е. acbD 42 −=  се вика дискриминанта на квадратна      
     равенка и во зависност од нејзиниот знак може да се определува природата на  
     решенијата на дадената квадратна равенка. 
 
     Ако 0>D  решенијата се реални и различни. 
 

                       Коефициентите на квадратната  равенка 0342 =+− xx  се                       
    3,4,1 =−== cba ,  дискриминантата  е 041216 >=−=D , а решенијата се реални и  
    различни. 
 
      Ако 0=D  решенијата се реални и еднакви. 
 

                              Коефициентите на квадратната  равенка 0442 =+− xx  се    

4,4,1 =−== cba , дискриминантата е 01616 =−=D , а решенијата се реални и еднакви. 

      Ако 0<D  решенијата не се реални. 
                   

Пример 4:                                     

Забелешка 1:          

Пример 5:                                     

Пример 6:                                     

Забелешка 2:          

Пример 7:                                     

Пример 8:                                     



125 

 

                         Коефициентите на квадратната  равенка 0542 =++ xx  се 5,4,1 === cba , 

дискриминантата е 2016−=D , а решенијата не се реални. 
                       

                           Нереалните претставуваат конјугирано комплексни броеви. 
 

         Квадратната равенка 02 =++ cbxax   Rcba ∈,,  , 0≠a    по делењето со a  се 

трансформира во видот 0
2 =++

a

c
x

a

b
x  и ставајќи 

a

c
q

a

b
p == ,  се добива равенката 

02 =++ qpxx  која се вика нормален вид на квадратна равенка и оттука лесно се 

одредуваат коефициентите p и q . 

                              Од квадратната равенка 0742 2 =+− xx , по делењето со 2 добиваме  

квадратна равенка во нормален вид 0
2

7
2

2 =+− xx , од каде 2−=p  и 
2

7
=q . 

        Големиот француски математичар Франсоа Виет ги докажал формулите pxx −=+ 21  
и qxx =⋅ 21  кои во негова чест се наречени  Виетови формули, каде 1x и 2x  се решенија, а 
p  и q  се коефициентите од нормалниот облик на квадратната равенка. 

 

                                  Во квадратната равенка 01172 =+− xx , 721 =+ xx и 1121 =⋅ xx . 
  

        Квадратниот трином cbxax ++2 , 0≠a  се трансформира во производ со формулата 

( )( )21

2 xxxxacbxax −−=++  каде ba, и c  се коефициенти, а 1x и 2x се реални нули на 
квадратниот трином. 
 

                              Нулите на квадратниот трином   cbxax ++2  се, всушност, решенија на 

квадратната равенка 02 =++ cbxax .      
 

                           ( )( )32652 −−=+− xxxx   при што 21 =x и 32 =x се нули на квадратниот 

трином 652 +− xx . 
 
 
 
  

Пример 9:                                     

Забелешка 3:          

Пример 10:                                     

Пример 11:                                     

Забелешка 4:                    

Пример 12:                                     
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       НИВО: РАЗБИРАЊЕ                                                                           
 
                                                                       
        Секоја непотполна квадратна равенка може да се реши со формулата за потполна 
квадратна равенка 
 
                             02 2 =x ;  0,0,2 === cba  

                                
22

000 2

2,1 ⋅
−±−

=x    01 =x , 02 =x . 

                             073 2 =− xx ;  0,7,3 =−== cba  

                                
32

0497
2,1 ⋅

−±
=x    

3

7
1 =x , 02 =x . 

 
                             0123 2 =−x ;  12,0,3 −=== cba  

                                
32

14400
2,1 ⋅

+±
=x    21 =x , 22 −=x . 

 
                              0123 2 =+x ;  12,0,3 === cba  

                                1,2

0 144

2 3

i
x

± ⋅
=

⋅
   ix 21 = , ix 22 −= . 

           
          Одредувањето на природата на решенијата на квадратната равенка може да се 
запише пократко со симболи, т.е. 
 
- ако 0>D ;     Rxx ∈21,   и  21 xx ≠  

- ако 0=D ;     Rxx ∈21,   и  21 xx =  

- ако 0<D ;     Cxx ∈21,   и  21 xx =  

 
 
                                Ако 0≥D решенијата се реални. 
 
 
        Ако покрај непознатата x  во равенката има и други променливи, тие се викаат 
параметри.  
 
 
 
 
 
 

Пример 13:                                     

Пример 14:                                     

Пример 15:                                     

Пример 16:                                     

Забелешка 5:                    

Ученикот покажува дека разбира... Ниво Б 
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                                Во равенката   ( ) 02 =++− mnxnmx ,  m  и n  се параметри. 
 
        Равенките со параметри подобро е да се решаваат со одредување на 

дискриминантата acbD 42 −= , а потоа со формулата   
a

Db
x

2
2,1

±−
= . 

 

                               Дадена е квадратната равенка  .,023 22 +∈=+− Rmmmxx      

                               22,3,1 mcmba =−== ,  2222 894 mmmacbD =−=−=   

                              
2

3

2

2

2,1

mm

a

Db
x

±
=

±−
=

 

                               
Решенијата се mx 21 = , mx =2 . 

 
          Ако е дадена квадратна равенка со параметар, тогаш може да се одредува видот на 
равенката во зависност од параметарот. 
 

                               Ако параметарот 0=m , тогаш равенката 01222 =+− xxm  е линеарна,                   

 а ако, пак,   параметарот 0≠m , тогаш равенката 01222 =+− xxm  е квадратна. 
                      
 

                               Ако квадратната равенка ( ) 0122 =−++− mxmx  е од видот  02 =+ cax  
тогаш вредноста на параметрот m  се одредува  од равенката  02 =+m , т.е. 2−=m . 
 
                              Ако се знае решение на квадратната равенка, тогаш може на местото на   
                              непознатата  да се замени конкретната вредност на променливата. 
 

                                Ако 21 =x  е едно решение  квадратната равенка   0132 =++− mxmx  

тогаш со замена на x  во равенката, добиваме 01234 =++⋅−⋅ mm , т.е. 1=m . 
 

         Нека 02 =++ qpxx  е равенка во нормален вид, при што важат Виетовите формули    

    pxx −=+ 21  и qxx =⋅ 21 , тогаш во решавањето на задачи можат да се користат         
     формулите: 
 

                       qpxx 222

2

2

1 −=+  - збир на квадратите на решенијата. 

                       33

2

3

1 3 ppqxx −=+ - збир на кубовите  на решенијата. 

                       qpxx 42

21 −=−  - разлика од решенијата. 

 
                                 Збирот од квадратите и кубовите на решенијата на квадратната   

              равенка  0322 =+− xx   изнесува: 

                       ( ) 2643222
222

2

2

1 −=−=⋅−−=−=+ qpxx  

                       ( ) ( ) 1081823233
333

2

3

1 −=+−=−−⋅−⋅=−=+ ppqxx  
 

Пример 17:                                     

Пример 18:                                     

Пример 19:                                     

Пример 20:                                     

Забелешка 6:                    

Пример 21:                                     

Пример 22:                                     
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                                  Ако квадратните равенки се поедноставни, решенијата може да се    
                                  одредуваат напамет. 
 

                                 Решенијата на квадратната равенка 01272 =+− xx  се 41 =x , 32 =x ,   

    бидејќи 721 =+ xx  и 1221 =⋅ xx . 

 

           Ако 1x  и 2x  се решенија на некоја квадратна равенка во нормален вид 

02 =++ qpxx , тогаш таа може да се одреди одредувајќи ги p  и q . 
 
 
                                  Ако 21 =x , 72 −=x ,тогаш  ( ) ( ) 57221 =−−=+−= xxp  

                                                                              ( ) 147221 −=−⋅=⋅= xxq     , 

                                па равенката чии решенија беа дадени е  01452 =−+ xx . 
 
 
                                  Трансформацијата на квадратен трином во производ, т.е.  

                                  ( )( )21

2 xxxxacbxax −−=++  може да се користи и за разложување на           

                                  полиноми од видот ( ) ( )( )21

223 xxxxaxcbxaxxcxbxax −−=++=++ . 
                                  

                                  Полиномот  xxx 32 23 −−  разложен на множители е 

( ) ( )( )13322 +−=−− xxxxxx  бидејќи нули на триномот 322 −− xx  се 31 =x , 12 −=x . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Забелешка 7:                    

Пример 23:                                     

Пример 24:                                     

Забелешка 8:                    

Пример 25:                                     
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Реши ги квадратните равенки: 

1. 06 2 =x                                   2. 03 2 =− x                                    3. 0
3

1
2 2 =− x  

4. ( ) 02 =−xx                             5. ( )( ) 023 =+− xx                          6. ( )( ) 012 =+− xx  

7. 02 =+ xx                               8. 072 =− xx                                 9. 092 2 =− xx  

10. 043 2 =− xx                         11. 092 =−x                                  12. 092 =+x  

13. 073 2 =−x                           14. 049 2 =+x                                15. 0652 =+− xx  

16. 01072 =+− xx                    17. 062 =−+ xx                             18. 0122 =−+ xx  

19. 0202 =−+ xx                       20. 2 30 0x x− − =                            21. 01072 =++ xx  

22. 01362 =+− xx                     23. 034102 =++ xx                        24. 058142 =+− xx  

25. 026 2 =−− xx                      26. 0656 2 =−+ xx                          27. 0102312 2 =++ xx  

28. 230 1 0x x− − =   

29. Одреди ја природата на решенијата на квадратната равенка: 

а) 0372 =−− xx           б) 036122 =+− xx               в) 01062 =+− xx  

30. Одреди го m  така што равенката ( ) 0112 =−+−+ mxmmx  има две решенија

021 == xx . 

31. Одреди го m  така што равенката ( ) 022 =++ xmmx  е од видот .02 =ax  

32. Одреди го m  така што равенката ( ) ( ) 0321 2 =−+−+− mxmxm  да биде чисто 

квадратна(од видот 02 =+ cax ). 

33. Одреди го m  така што равенката ( ) ( ) 032 2 =+−−− mxmxm  да биде од видот 

02 =+ cax . 

34. Одреди го m  така што равенката ( ) 0232 =−−− mxmmx  да нема квадратен 

член. 

   ЗАДАЧИ ОД НИВО A И НИВО Б 
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35. Одреди го m  така што равенката ( ) 0322 =−+−− mxmmx  да биде мешовито 

квадратна (од видот 02 =+ bxax ). 

36. Одреди ги  p и q  од квадратната равенка 2 2 7 0.x x− + =  

37. Одреди ги  p и qод квадратната равенка 23 6 3 0.x x− + =  

38. Одреди ги  p , q  и  a  од квадратната равенка 042 =+− axx ,ако 11 =x . 

39. Состави квадратна равенка 02 =++ qpxx  ако .5,2 21 −== xx  

40. Одреди го знакот на решенијата на квадратната равенка 01072 =+− xx ,без да 
ја решаваш. 

41. Трансформирај во производ:  202 −+ xx . 

42. Трансформирај во производ:  232 2 −+ xx . 

43. Трансформирај во производ:  xxx 26 23 −− . 
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НИВО: ПРИМЕНА     
            
                               Квадратната равенка 0652 =+− xx  може да се реши на повеќе начини,     
                              и тоа: 
I начин   
 
 Со примена на разложување на полиноми на прости множители. 
 Имаме: 

( ) ( ) ( )( )2332362365 22 −−=−−−=+−−=+− xxxxxxxxxx  

Равенката ( )( ) 023 =−− xx  е равенка производ од неа следува 03 =−x  или 02 =−x  т.е. 

31 =x , 22 =x . Множеството решенија е { }3,2=M . 
 
II начин    
 
Со дополнување до квадрат од бином, имаме: 
 

( )( )23
2

1

2

5

2

1

2

5

2

1

2

5
6

4

25

4

25
565

22

22 −−=






 +−






 −−=






−






 −=+−+−=+− xxxxxxxxx  

Значи, множеството решенија е { }3,2=M . 
 
III начин    
 
Со решавање како чисто квадратна равенка, имаме: 

0652 =+− xx  

06
4

25

4

25
52 =+−+− xx  

4

1

2

5
2

=






 −x
 

 

По коренувањето добиваме: 

2

1

2

5
=−x  од каде: 

2

1

2

5
=−x    или  

2

1

2

5
−=−x  

     3=x       или     2=x     т.е. { }3,2=M . 
 
 
 
 
 
 

Пример 26:                                     

Ученикот треба да го примени своето 
знаење и разбирање 

Ниво В 
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IV начин    
 

Со воведување на смената tx =−
2

5
, т.е. 

2

5
+= tx . 

Добиваме: 

06
2

5
5

2

5
2

=+






 +−






 + tt  

односно  0
4

12 =−t ,  т.е. 1 2

1 1
,
2 2

t t= = −  од каде  31 =x , 22 =x , т.е. { }3,2=M . 

 
V начин    
 
Со користење на еднаквост на множители. 
Имаме: 

0652 =+− xx  

652 −=− xx  
( ) 65 −=−xx  

( ) ( ) ( ) ( ) 16163232616123236 ⋅−=−⋅=⋅−=−⋅=−⋅=⋅−=−⋅=⋅−=−  
Се согледува дека 31 =x , 22 =x  , т.е. { }3,2=M . 
 
VI начин    
 
Со користење на делење на полиноми. 
Делителите на слободниот член на полиномот 652 +− xx   се:{ }6,3,2,1 ±±±± . Со проба се 

добива дека 3=x  е една нула, т.е. 3−x  е еден множител. 

( ) ( )
xx

xxxx

3

23:65

2

2

∓±

−=−+−
 

_______ 

        
62

62

±

+−

x

x

∓
 

       _______ 
    0 

т.е. ( )( ) 023 =−− xx . Множеството решенија е { }3,2=M . 

             V начин и VI начин не се универзални, туку специјални начини.  
 

VII начин    

Со користење на формулата 
a

acbb
x

2

42

2,1

−±−
= . 

Во нашиот случај имаме 6,5,1 =−== cba  
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2

24255
2,1

−±
=x  т.е. 2,3 21 == xx  Значи, { }3,2=M . 

         При решавање на дробно-рационални равенки секогаш треба да се 
одредува дефиниционо множество. 

                                      
5

11
5 −=−

x
x  

За 0≠x   т.е. { }/ 0D = ℝ множиме со 5 ,x  па добиваме xxx −=− 5255 2
. 

 
                                      Пред да се примени формулата за решавање на квадратната равенка  
                               за полесно одредување на коефициентите cba ,,  истата треба да се 

сведе во општиот облик  02 =++ cbxax . 
 

Равенката од претходниот пример во општ облик е: 05245 2 =−− xx , па 
5,24,5 −=−== cba . Следува 

     
10

10057624
2,1

+±
=x     т.е.   

10

2624
2,1

±
=x ;     DxDx ∈−=∈=

5

1
,5 21 ;  







−= 5,
5

1
M . 

 

                                    Квадратната равенка 
2

25

100

5

5

5

5

xx

x

x

x

−
=

−
+

+
+
−

 за 5±≠x   т.е. RD = \{ }5,5−  

по  множењето со најмалиот заеднички именител 225 x−  се трансформира во        

                                                         ( ) ( ) 10055
22 =++− xx  

По степенувањето се добива: 10010251025 22 =++++− xxxx  

                                                                                    502 2 =x  

                                                                                      252 =x  

                                                                         DxDx ∉=∉−= 5,5 21 , 
што значи равенката нема решение. 
 
 
                                       Во посложените квадратни равенки или квадратни равенки со 

параметри прво ќе ја одредуваме дискриминантата acbD 42 −= , па потоа решенијата со 

формулата 
a

Db
x

2
2,1

±−
= . 

                                 
                                     Дадена е квадратната равенка со коефициенти ирационални броеви 

                                    ( ) 06232 =++− xx , при што ( ) 6,23,1 =+−== cba . 
Ја одредуваме дискриминантата:     

                 ( ) ( )2222
2 23262364234 −=+−=





 −+−=−= acbD  

Сега, 
( )
2

2323
2,1

−±+
=x  , т.е.  2,3 21 == xx  

Пример 27:              

Забелешка 9:                    

Пример 28:              

Забелешка 10:                    

Пример 29:              
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                                 Квадратната равенка 0123 22 =−++− mmmxx   при што Rm∈  е 

параметар и 12,3,1 2 −+=−== mmcmba  има дискриминанта    

                         ( ) ( ) ( )2222
2441243 −=+−=−+−−= mmmmmmD  

                                                     2−= mD              т.е. 

                                               
Решенијата се: 

1) За 2>m    
( )
2

23
2,1

−±
=

mm
x     

12
2

24
1 −=

−
= m
m

x ;   1
2

22
2 +=

+
= m
m

x  

2) За 2=m    3
2

06
2,1 =

±
=x  

321 == xx     

 3) За 2<m    
( )
2

23
2,1

−
=

mm
x

∓
  

11 += mx ;   122 −= mx  
 
    Значи за 2≠m  множеството решенија е { }1,12 +−= mmM , а за 2=m  множеството 

решенија е { }3M = . 

 
 

                                     Дадена е квадратната равенка 2 2 3 0mx x− + = , Rm∈ . Ќе ја одредиме 

природата на решенијата во зависност од дискриминантата   2 4 4 12 .D b ac m= − = −       

а) Равенката има реални и различни решенија за 4 12 0m− > , т.е. 
1
,
3

m
 ∈ −∞ 
 

 

б) Равенката има двоен корен за 4 12 0m− = , т.е. 
1

3
m =  

в) Равенката има реални  решенија за 4 12 0m− ≥ , т.е. 
1
,
3

m
 ∈ −∞  

 

г) Равенката има комплексни решенија за 4 12 0m− < , т.е. 
1
,
3

m
 ∈ ∞ 
 

 

д) Равенката има само едно реално решение, ако  0m = , т.е. 
2

3
=x .     

 

                              Квадратната равенка ( ) 032322 =−+−+ mxmx , Rm∈  и 

( ) ( )32434
2 −−−= mmD  има реални и еднакви решенија за 0=D , т.е. се добива 

равенката ( ) ( ) 0323
2 =−−− mm    или   01282 =+− mm  чии решенија се 1 22, 6.m m= =  

 

Пример 30:              

Пример 31:              

Пример 32:              



135 

 

 
 
                             Виетовите формули кога квадратната равенка е во нормален облик    

                            02 =++ qpxx  се qxxpxx =⋅−=+ 2121 , . 
Формулите за збир на квадрати и кубови се:                        

                       qpxx 222

2

2

1 −=+   

                       33

2

3

1 3 ppqxx −=+  и разликата меѓу решенијата 

                       qpxx 42

21 −=−   

имаат огромна примена за решавање на задачите.  
 
 
I. Примена: Составување квадратна равенка со реални коефициенти ако се познати 
нејзините решенија                             

             Ги одредуваме ( )21 xxp +−=  ,  21xxq =  

   Ги заменуваме во квадратната  равенка 02 =++ qpxx  

                         Нека 
1 1 3x = −  и 

2 1 3x = +  

Значи 2,2 −=−= qp , па  0222 =−− xx  е квадратна равенка чии решенија се 1x   и  2x  

                           Дадено е ix 231 −=  кое е решение на квадратна равенка со реални 

коефициенти. Оттука, ix 232 += . 

Значи 6 , 13p q= − = . Бараната равенка е 2 6 13 0x x− + = .   

 

II. Примена: Одредување на бројна вредност на израз зависен од решенијата на дадена 
квадратна равенка без да се решава истата. 

  Од равенката ги одредуваме p  и  .q  

 Изразот го трансформираме како функција од p  и .q  

                           

                           Нека е дадена квадратна равенка 05102 2 =+− xx . 

Треба да ја пресметаме вредноста на изразите 
211

2

2

2

2

1

1

2

2

1 11
;;

xx
R

x

x

x

x
N

x

x

x

x
M −=+=+=  

Пример 33:              

Пример 34:              

Забелешка 11:                    

Пример 35:              
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Значи 
5

5;
2

p q= − = , па 

8
5

4022

21

2

2

2

1

1

2

2

1 ==
−

=
+

=+=
q

qp

xx

xx

x

x

x

x
M  

35
3 3

21

3

2

3

1

1

2

2

2

2

1 =
−

=
+

=+=
q

ppq

xx

xx

x

x

x

x
N  

2

2 1

1 2 1 2

41 1 2 15

5

p qx x
R

x x x x q

−−
= − = = − = − . 

     III. Примена: Одредување на параметaр од дадена квадратна равенка без да се 
решава истата, ако меѓу решенијата е дадена релација која може да се трансформира 
преку p  и  .q  

 Ги одредуваме p  и  qод квадратната равенка. 

            Ја трансформираме релацијата преку p  и  .q  

 Ги заменуваме вредностите на p  и  q  во релацијата и го одредуваме       

            параметарот. 

 

                         Нека е дадена равенката 0522 =−−− mmxx  и релацијата           

822 2121 =−+ xxxx . Одреди го параметарот .m  

Решение: Ги одредуваме mp −=  и  52 −−= mq , а релацијата ја трансформираме во  

.82 =−− qp  Добиваме 852 2 =++mm  т.е. 0322 =−+ mm  од каде се добива                     

31 −=m , 12 =m . 

                       Нека е дадена равенката ( ) 01122 =++− xmmx и релацијата ( ) 41221 =+ xxxx   
т.е. 4.p q− ⋅ =  Одреди го параметарот .m  

Решение: За 0≠m ; 
2 1 1

;
m

p q
m m

+
= − =  

Значи 
2 1 1

4
m

m m

+
⋅ =  т.е. 0124 2 =−− mm од каде 

4

51
1

+
=m , 

4

51
2

−
=m . 

  IV. Примена: Одредување на параметар од дадена квадратна равенка без да се 
решава истата, ако меѓу решенијата е дадена релација која не може да се трансформира 
преку p  и  q . 

Пример 36:              

Пример 37:              
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 Ги одредуваме p  и q  од равенката. 

 Составуваме систем од три равенки со три непознати. 

 Го одредуваме параметарот од системот. 

                         Нека е дадена квадратна равенка 024252 22 =+−++ mmxx  

и релацијата .12 21 =− xx  Одреди го параметарот .m  

Решение: Формираме систем од три равенки со три непознати 

1 2

1 2

2

1 2

2 1

5

2

2 1

x x

x x

x x m m

− =


+ = −

 = − +

 

Од 
1 2

1 2

2 1

5

2

x x

x x

− =



+ = −

 добиваме 21 =x ,
2

1
2 =x ,а од 0122 =+− mm  добиваме 

 01 =m , 22 =m . 

                              Дадена е равенката  ( ) 0233 2 =+−+ mmxxm ,за 3−≠m , а и релацијата 

.32 21 =− xx  Одреди го параметарот .m  

Решение: Од равенката, добиваме: 
3 2

; .
3 3

m m
p q

m m
= − =

+ +
 

Значи 

1 2

1 2

1 2

2 3

3

3

2

3

x x

m
x x

m

m
x x

m


 − =



+ =
+


= +

 

Од системот
1 2

1 2

2 3

3

3

x x

m
x x

m

− =



+ = +

 добиваме: 
1

2 3

3

m
x

m

+
=

+
 и 

2

3

3

m
x

m

−
=

+
 

Значи 
2 3 3 2

.
3 3 3

m m m

m m m

+ −
=

+ + +
од каде се добива  .1−=m  

Пример 38:              

Пример 39:              
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V. Примена: Одредување на релација меѓу решенијата на дадена квадратна равенка со 
параметар која нема да зависи од параметарот. 

 Ги одредуваме p  и .q  

 Го елиминираме параметарот од Виетовите формули и добиваме релација меѓу    

          p  и .q  

 Во релацијата меѓу p и q  истите ги заменуваме преку 1x  и 2x , па добиваме 

релација меѓу решенијата. 

                              Дадена е равенката 02)12(2 =++−− mxmmx . Состави релација меѓу 

решенијата.                                                                                                                                    

Решение: За 0≠m , 
2 1m

p
m

−
= − ,  

2m
q

m

+
=  добиваме 

2 1

2

mp m

mq m

+ =


− =
 т.е. 

1

2

2

1

m
p

m
q

 = +

 =
 −

 од 

1 2

2 1p q
=

+ −
 добиваме 052 =−− pq  или .5)(2 2121 =++ xxxx  

                                 Нека е дадена равенката 2 2( 1) 3 2 0.x a x a− + + + =  Состави релација 

меѓу решенијата.                                                                                                                                   

Решение: ( ) .23,12 +=+−= aqap  Значи 
2

2

p
a

− −
=  или 

2

3

q
a

−
= , од каде 

2

2

p− − 2

3

q −
=

па добиваме 223 =−− qp  т.е. 22)(3 2121 =−+ xxxx  е бараната релација. 

VI. Примена: Составување на квадратна равенка по y  чии решенија се дадени и зависни 

од решенијата на дадена квадратна равенка по х  без да се решава истата. 

 Ги одредуваме p и q  од дадената равенка. 

 Ги трансформираме 1p и 1q од равенката 011

2 =++ qypy  преку p и q . 

 Ги одредуваме 1p и 1q и ја формираме равенката по .y   

                                Дадена е равенката 03134 2 =+− xx и 1
1

2

x
y

x
=  и 2

2

1

x
y

x
= .  

Состави квадратна равенка по .y  

Решение: Ги одредуваме 
13

4
p = −  и 

3

4
q =  

Пример  40:             

Пример  41:    

Пример  42:    
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Сега ( )
2 2 2

1 2
1 1 2

1 2

2 145

12

x x p q
p y y

x x q

+ −
= − + = − = − =  

 1 2
2 1 2

2 1

. 1
x x

q y y
x x

= = =  

Бараната равенка е: 2 145
1 0

12
y y− + = , т.е.

 
01214512 2 =+− yy  

                              Нека е дадена равенката 0156 2 =+− xx и 1
1

1

1

1

x
y

x

+
=

−
  и  2

2

2

1

1

x
y

x

+
=

−
. 

Состави квадратна равенка по y . 

Решение:
5

6
p = −  и 

1

6
q =  ги одредуваме од горната равенка.  

Сега ( ) 1 2
1 1 2

1 2

1 1 2 2
5

1 1 1

x x q
p y y

x x q p

 + + −
= − + = − + = − = − − + + 

;   1 2
1

1 2

1 1 1
. 6
1 1 1

x x q p
q

x x q p

+ + − +
= = =

− − + +
 

Значи: 0652 =++ yy е бараната равенка. 

 

VII. Примена: Трансформацијата на квадратен трином во производ. 

               Ќе ја применуваме формулата  за трансформација на квадратен трином во 

производ. ( ) ( )21

2 xxxxacbxax −⋅−=++  

 Ги одредуваме нулите на триномот. 

 Со замена во горната формула добиваме производ. 

                             
( )( )2 1 2 1 2

6 2 6 2 .3 2 1 3 2
2 3 2 3

x x x x x x x x
      + − = − + = − + = − +      
      

, 

бидејќи 1

1

2
x =  и 2

2

3
x = −  се нули на триномот. 

                              Дропката 
( ) ( )
( ) ( )

2

2

2 36 2

9 3 3 3

x xx x x

x x x x

− ++ − −
= =

− − + −
 за  3−≠x ја скративме, но 

претходно триномот и биномот ги разложивме во производ. 

  

Пример  43:              

Пример  44:    

Пример  45:             
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НИВО: АНАЛИЗА, СИНТЕЗА И ВРЕДНУВАЊЕ   

1. Докажи дека решенијата на квадратната равенка 0,02 ≠= aax  се 0,0 21 == xx , т.е. 

множеството решенија е { }0=M . 

Доказ: Од  02 =ax , по делењето со  0≠a  добиваме 02 =x . По коренувањето добиваме 

02 =x , од каде со користење на xx =2 , се добива  0=x , а од дефиницијата за 

апсолутна вредност 




≤−

≥
=

0,

0,

xx

xx
x   се добива 1 20, 0x x= = , т.е. { }0=M . 

 

2. Докажи дека решенијата на квадратната равенка  0,0,02 =≠=+ bacax  се 

a

c
x

a

c
x −−=−= 21 , . 

Доказ:  Од 0,02 ≠=+ acax добиваме 
a

c
x −=2 . По коренувањето се добива  

a

c
x −=  , т.е. 

a

c
x

a

c
x −−=−= 21 , . 

 

3. Докажи дека квадратната равенка 0,0,0,02 ≠≠≠=++ cbacbxax  се решава со 

формулата 
a

acbb
x

2

42

2,1

−±−
= . 

Доказ:  Од  02 =++ cbxax    по делењето со a  добиваме 02 =++
a

c
x

a

b
x . Со додавање и 

одземање на 
2

2

4a

b
, добиваме:      0

4

4

4 2

2

2

2
2 =

−
−++

a

acb

a

b
x
a

b
x , т.е. 

                                                           
2

22

4

4

2 a

acb

a

b
x

−
=







 +  

                                                   
За  acb 42 >                                За  acb 42 =                                    За  acb 42 <  

a

acb

a

b
x

2

4

2

2 −
±=+                  0

2
±=+

a

b
x                                

a

acb
i

a

b
x

2

4

2

2 −
±=+  

Запишуваме  
a

acbb
x

2

42

1

−+−
= ,  

a

acbb
x

2

42

2

−−−
= , т.е.

 a

acbb
x

2

42

2,1

−±−
= . 

 

Ученикот треба да користи логичко следство Ниво Г 
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3’.  

Докажи дека квадратната равенка 
22

24

xa

a

xa

xa

ax

xa

−
=

−
+

+
+
−

, a R∈  нема решенија. 

 Доказ:  За ax ±≠  имаме:       ( ) ( ) 222
4axaxa =++−  

                                                 
22222 422 axaxaxaxa =++++−  

                                                                       
22 ax =  

                                                                       ax ±= , значи  ∅=M . 

 

3’’.  
 

 Докажи дека равенката 0
1111

=
−

+
−

+
+

+
+ nxmxnxmx

, a R∈ , 0,0 ≠≠ nm има решение 

.0=x  

 Доказ 1:  За 0=x  имаме:       0
1111

=
−

+
−

++
nmnm

  т.е. 00 = . 

 

Доказ 2:       0
22

2222
=

−
+

− nx

x

mx

x
 

                  0
22

2222
=








−

+
− nxmx

x    заради 
2 2 2 2

2 2
0

x m x n
+ ≠

− −
  следува 0.x =                         

 

4. Докажи ја теоремата на Виет: Броевите 1x  и 2x  се корени на квадратната равенка           

2
0x px q+ + =  ако и само ако 1 2x x p+ = −  , 1 2 .x x q⋅ =  

 Доказ: 

 :QP⇒   Ако x1 и x2 се корени на квадратната равенка 2
0x px q+ + = , тогаш 

                1 2x x p+ = −  , 1 2x x q⋅ = . 

P : Броевите 1x  и 2x  се корени на квадратната равенка 2
0x px q+ + =  

⇓  

2

1 1

4
:

2

p p q
r x

− + −
=   и 

2

2

4

2

p p q
x

− − −
=  

⇓   

2 2

2 1 2

4 4
:

2 2

p p q p p q
r x x

− + − − − −
+ = +  
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2 2

1 2

4 4
. .

2 2

p p q p p q
x x

− + − − − −
=  

⇓  

:Q
1 2

1 2

x x p

x x q

+ = −


⋅ =
 

Според хипотетичниот силогизам, 
QP

QrrrrP

⇒

⇒⇒⇒ 2211 ,,
, QP⇒  е правилно изведен 

заклучок, а според модус поненс  
Q

PQP ,⇒
,  Q е правилно изведен заклучок,  т.е. 

теоремата QP⇒  е докажана. 

 

:PQ⇒  Ако за броевите x1 и x2 важат равенствата   1 2x x p+ = −  , 1 2x x q⋅ = , тогаш 1x  и 2x  

се корени на равенката  2
0x px q+ + = . 

:Q За броевите x1 и x2 важат равенствата 1 2x x p+ = −  , 1 2x x q⋅ = , за ,p q∈ℝ . 

⇓  

( ) qxxps =−− 221 :  и ( )1 1p x x q− − =  

⇓  

0: 2

2

22 =++ qpxxs  и 
2

1 1 0x px q+ + =  

⇓  

P : x1 и x2 се корени на равенката x2+ px + q = 0. 

Според хипотетичниот силогизам 1 1 2 2, ,
,

Q s s s s P

Q P

⇒ ⇒ ⇒
⇒  

PQ⇒
 

е правилно изведен заклучок, а според модус поненс 
P

QPQ ,⇒
, P е правилно изведен 

заклучок, т.е. теоремата PQ⇒ е докажана. 

Бидејќи ( ) ( ) ( )QPPQQP ⇔⇔⇒∧⇒  е тавтологија теоремата QP⇔ е докажана. 
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5.  Докажи ги релациите: 

                                     pxx −=+ 21  

                                             
qxx =⋅ 21  

                                             qpxx 222

2

2

1 −=+  

                                             
33

2

3

1 3 ppqxx −=+  

                                             

2

1 2 4x x p q− = −   , 2 4p q>  

Доказ: 
            Збирот од квадратите на решенијата ќе биде: 

 ( ) qpxxxxxxxxxxxx 2222 2

21

2

2121

2

221

2

1

2

2

2

1 −=−+=−++=+  

 Збирот од кубовите на решенијата ќе биде: 

( )( ) ( ) 322

221

2

121

3

2

3

1 33 ppqqppxxxxxxxx −=−−=+−+=+  

 Разликата од решенијата ќе биде: 

2 2

2

1 2

4 4
4

2 2

p p q p p q
x x p q

− + − − − −
− = − = −  или 2

2 1 4x x p q− = − −  т.е.  

2

1 2 4x x p q− = −
 

 

6.   Докажи дека ( )( )21

2 xxxxqpxx −−=++  т.е. ( ) ( )21

2 xxxxacbxax −⋅−=++  

Доказ:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )211212121

2

2121

22 xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxqpxx −⋅−=−−−=+−−=++−=++

 т.е. ( ) ( )21

2 xxxxacbxax −⋅−=++ . 

7. а) Дадена е квадратната равенка ( ) ( ) ( ) 0251 2 =+−−+− kxkxk 1, ≠∈ kRk  и 

неравенката  
21

11

xx
+ > 2.  Одреди го параметарот .k  

Решение: 

За 1≠k ,
1

5

−
−

=
k

k
p , 

1

2

−
+

−=
k

k
q  ги заменуваме во неравенката 2>

−
q

p
 и добиваме  

2
2

5
>

+
−
k

k
 т.е. 0

2

9
<

+
+
k

k
 од каде добиваме ( ).2,9 −−∈k  
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б) Нека е дадена квадратната равенка ( ) 0232 =+++− mxmx   

и системот неравенки 








<+

>+

5

2

111

2

2

2

1

21

xx

xx . Одреди го параметарот .m  

Решение: ( )3+−= mp  и 2+= mq  









<−

>−

52

2

1

2 qp

q

p

 ⇒ 







<+−+

>
+
+

5)2(2)3(

2

1

2

3

2 mm

m

m

  ⇒ 








<+

>
+
+

04

0
)2(2

4

2 mm

m

m

  

Со решавање на системот неравенки  добиваме  m  ∈ (-2,0). 

 

8. Испитај на природата и знакот на решенијата на дадената квадратна равенка 

( ) ( ) 0223 2 =+−−− kxkxk  со реален параметар .k  

Решение:     За 3,k ≠  3

)2(2

−
−

−=
k

k
p , 

3−
=
k

k
q , 

2)3(

164

−
+−

=
k

k
D . 

 Ја формираме табелата на знаците на ,p q  и .D  

  k          -∝                  0                      2                  3                   4              +∝ 

D + + +         +       0        - 

q          +        0          - -  + + 

p -          -         0       + - - 

 

Имаме: 

10  За k∈(-∝,0) ∪(3,4) решенијата се позитивни, т.е. .0 21 xx <<  

20 За k∈(0,2) решенијата се со различни знаци, т.е. 21 0 xx << и при тоа .21 xx <  

30 За k∈(2,3) решенијата се со различни знаци, т.е. 21 0 xx << ,но сега .21 xx >  

40 За k∈(4, ∝) решенијата се конјугирано комплексни. 
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Разликуваме четири гранични случаи: 

 1. За 0,0,0 21 >== xxk  т.е. 21 0,0 xxk <== . Во овој случај равенката е од видот  

           043 2 =+− xx  ( 0=x  или 
3

4
=x ). 

 2. За 2=k  корените се спротивни броеви, т.е. 21 0 xx << и притоа .221 == xx  

 3. За 3=k  равенката е линеарна од видот 032 =+− x
3
.

2
x

 = 
 

 

 4. За 4=k , 0=D , па равенката има двоен позитивен корен .221 == xx  
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Реши ги квадратните равенки: 

1. 
2

1
2

1
+=+

x
x  

2. 
x

x
1

3
3

1
−=−  

3. x
x

210
2

1

10

1
−=−  

4. Одреди го m  така што равенката ( ) 01 2 =− xm  е еквивалентна со 0=x . 

5. Одреди го m  така што равенката ( ) 0212 =−+−− mxmmx  има две решенија кои се 

спротивни броеви. 

6. Одреди го m  така што равенката ( ) 0452 =−+−− mxmmx  има решенија 0,0 21 ≠= xx . 

7. Одреди го m  така што равенката ( ) 03222 =−−+− mxmxm  да биде во облик 

02 =+ bxax . 

8. Одреди го m  така што равенката ( ) 041 22 =−++− mxmmx  нема слободен член. 

9. Одреди го m  така што равенката 012 =++ mxx  има реални и еднакви решенија. 

10. Одреди го m  така што равенката 042 =++ mxx  има двоен корен. 

11. Одреди го m  така што равенката 092 =++ mxx  за множеството решенија да има 
еден елемент. 

12. Одреди го m  така што равенката ( ) 02 22 =++− mmmxx  има дискриминанта еднаква 

на нула. 

13. Одреди го m  така што триномот 022 =+− mmxx  може да се запише како полн 
квадрат. 

14. Одреди го m  така што равенката ( ) 0422 =−−+ mmxmx  има реални решенија. 

15. Одреди го m  така што равенката ( ) 0322 =−−+ mmxmx  има реални и различни 

решенија. 

   ЗАДАЧИ ОД НИВО В И НИВО Г  
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16. Одреди го m  така што равенката ( )2
4 3 4 0x mx m− + − =  има конјугирано комплексни  

решенија. 

17.Одреди го збирот и производот на решенијата на квадратната равенка 
22 4 11 0.x x− + =  

18.Реши ја квадратната равенка 2 28 12 8 12.x x x x− + = − +  

19.Одреди го збирот и производот на решенијата на квадратната равенки

( )( )4 3 0.x x− − =  

20. Состави квадратна равенка со рационални коефициенти 02 =++ qpxx  ако 

.72,72 21 −=+= xx  

21. Состави квадратна равенка со реални коефициенти 02 =++ qpxx  ако .321 ix −=  
  
22. Ако 1x  и 2x  се решенија на квадратната равенка 0432 2 =+− xx , без да ја решаваш 

равенката, определи ја вредноста на изразот:  
21

11

xx
+ . 

23. Ако 1x  и 2x  се решенија на квадратната равенка 0742 2 =+− xx , без да ја решаваш 

равенката, определи ја вредноста на изразот 3

2

3

1 xx + . 

24. Каков знак имаат решенијата на квадратната равенка 0122 =−+ xx , без ги 
одредуваш истите? 

25. Каков знак имаат p  и q  за решенијата да се негативни при 2 4 0?p q− ≥  

26. Одреди го  p  за решенијата на  квадратната равенка 02 =+− qpxx  да бидат 

спротивни броеви. 

27. Одреди ги  p  и q  за решенијата на  квадратната равенка 02 =++ qpxx  да бидат 

спротивни реални броеви. 

28. Одреди ги  p  и q  за решенијата на  квадратната равенка 02 =++ qpxx  да бидат 

спротивни комплексни броеви. 

29. Скрати ја дропката: 

а) 
2

32
2

2

−+

−+

xx

xx
                          б) 

32

656
2

2

−−

−−

xx

xx
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30. Одреди дефиниционо множество и покажи дека 0=x  е решение на равенката 

1 1 1 1 1 1
0.

1 2 3 1 2 3x x x x x x
+ + + + + =

+ + + − − −
 

31. Реши ја равенката 
2 2 1

2 .
2 2 6

x x

x x

+ −
+ =

− +
  (упатство: воведи смена) 

32. Реши ја квадратната равенка 
1 1 1

.
2 1 2x x
+ =

− −
 

33. Одреди го дефиниционото множество и множеството решенија на равенката: 

        
29

36

3

3

3

3

xx

x

x

x

−
=

−
+

+
+
−

 

34. Реши ја квадратната равенка ( ) 07223 632 =++− xx . 

35. Реши ја квадратната равенка  2=
−

+
− bx

a

ax

b
 и дискутирај ги решенијата во 

зависност од параметрите ., Rba ∈  

36. Дадена е равенката  ( ) ( ) 022 2 =−+++− xbaabxbax , каде a  и b се реални броеви. 

Докажи дека едното решение е аритметичка, а другото геометриска средина на броевите 

aи .b  

37. Во равенката ( ) 0534323 2 =−+++ mxmmx  одреди го параметарот m  така што 

решенијата да бидат еднакви. 

38. Одреди ги сите реални вредности на параметарот a  за кои равенката 

0
4

44

2

10

2
2

=
−

+
+

+
−
−

xxx

ax
 има реални решенија. 

 
39. Ако , ,a b c  се мерни броеви на страните на еден триаголник, тогаш корените на 

равенката ( ) 0222222 =+−++ cxacbxb  се комплексни. Докажи. 

40. Докажи дека следните искази се еквивалентни: 

Ако 0=D тогаш квадратната равенка 02 =++ cbxax  има: 

А) реални и еднакви решенија. 
Б) двоен корен. 
В) множеството решенија има со еден елемент. 

Г) cbxax ++2  е полн квадрат. 
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41. На претходните страни  дадени се 7 начини за решавање квадратна равенка. 
Вреднувај ги начините за решавање квадратна равенка. 

42. Ако kb 2=  во 02 =++ cbxax , 0, 0, 0a b c≠ ≠ ≠ , тогаш .
2

2,1
a

ackk
x

−±−
=  

43. Ако 0=++ cba , одреди ги решенијата на равенката  2 0.ax bx c+ + =  

44. Во равенките 042 =−+− baxx   и  0
4

12 =−+− abyy  одреди ги реалните броеви  

a   и  b  така што решенијата на една од тие равенки се еднакви на реципрочните 
вредности на решенијата на другата равенка. 

45. Во равенката ( ) 012 =++− mxmx  одреди го реалниот параметар m  така што 

разликата од квадратите на решенијата да биде 15. За така најденото m  реши ја 
равенката. 

46. Докажи ја теоремата: Ако 21, xx  се решенија на квадратната равенка 02 =++ qpxx  

тогаш  pxx −=+ 21  и qxx =⋅ 21  со: 

А) синтетички доказ;                        Б) аналитички доказ; 

В) со правило на контрапозиција;   Г) вреднувај ги претходните докази. 
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Заокружи ја буквата пред точниот одговор:   
 

1. A (5)(    ) За која вредност на ∈m ℝ, квадратната равенка 02 =− xmx  е непотполна? 

А)  0=m     Б) 2≠m     В) 0≠m    Г) 4≠m   Д) Друг одговор 

2. Б (5)(    ) Дадена е квадратна равенка 
x

x
1

5

1
5 −=− . Со � = ℝ ∖ 	0�  и едно решение 

 51 =x , другото решение е: 

А) 
5

1
       Б) 5−          В) 

5

1
−          Г) 5         Д) Друг одговор 

3. В (5)(    ) Квадратната равенка со реални коефициенти кај која едното решение е 
ix 321 −= е:  

А) 01342 =+− xx                      Б) 0322 =−− xx                    В) 01342 =−+ xx     

Г) 0322 =++ xx                        Д) Друг одговор      

4. Г (5)(    ) Ако 
21 , xx  се решенија на квадратната равенка 2

0,x x m m− + = ∈ℝ  и ако важи 

1
2

2

2

1 =+ xx , тогаш параметарот � е: 

А)  3                    Б) 2                     В) 1                  Г) 4                     Д) Друг одговор              

Дополни: 

5. А (5)(    ) Решенијата на квадратната равенка 0218 2 =−x   се   _______________________. 

6. Б (5)(    ) Дефиниционото множество на квадратната равенка 1
1

2

2

1
=

−
+

+
−
+

x

x

x

x
 е_______. 

7. В (5)(    ) Ако едно решение на квадратната равенка 032 2 =−+ mxx  е 
2

1
− , тогаш 

вредноста на m   е ______________. 

8. Г (5)(    ) По кратењето на дропката  
( )
( ) 313

623
2

2

++−

++−

xx

xx
 се добива_________________. 

Реши ги задачите: 

9. А (15)(    ) Дадена е квадратната равенка 2 42 0.x x+ − =  
a) Одреди ги коефициентите.    
б) Замени ги коефициентите во формулата за решавање на квадратна равенка.    
в) Одреди ги решенијата. 
10. Б (15)(    ) Одреди го параметарот ,m∈ℝ така што решенијата на квадратната равенка 

 0122 =−++ mxx  да бидат: 
а) реални и различни    б) реални и еднакви       в) конјугирано комплексни 

11. В (15)(    ) Дадена е квадратната равенка 
1 1

4 .
4

x
x

− = −  

а) Одреди го дефиниционото множество .D  

б) Ослободи се од именителите и трансформирај  ја квадратната равенка во општ вид. 
в) Одреди ги решенијата. 

12. Г (15)(    ) Докажи ја еквиваленцијата: ( )( ) 00 21

2 =−−⇔=++ xxxxqpxx  
а) директно;             б) со контрапозиција. 

Бодови (Оценка) 0-26   (1) 27-42 (2) 43-60 (3) 61-76 (4) 77-100 (5) 

  ПИСМЕНА РАБОТА  4 
 



ТЕМА 5.  
Равенки што се сведуваат на 

решавање квадратни равенки 

 

xxx
x

1
1

1
1

1
−=−−−

 ,
 

[ ) [ )1 1, 1,D = − ∞ ∪ ∞
 

0
111

2
2

=








 −
−

−
−

−
x

x

x

x

x

x
 

0
1
=

−
x

x
   или  

01
1

1 =−
−

−+
x

x
x

 

 

[ )2 1,D = ∞
 ,  [ )1 2 1,D D D= ∩ = ∞

 

02221 2324 =+−−++ xxxxx
 

012 =−− xx
 

 

Dx ∈=11         
2,3

1 5

2
x D

+
= ∈

       4,5

1 5

2
x D

−
= ∉
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НИВО: ПОМНЕЊЕ 
 

            Равенката од видот ( )
( )

a
xP

xP =+
1

, со смената  ( ) yxP =  се сведува на квадратна 

равенка 
        

                          Равенката 5
3

1
3

2

2 =
−

+−
x

x  со смената  yx =− 32
 се сведува на 

квадратна равенка  5
1
=+

y
y , т.е. 0152 =+− yy .           

        Равенката  
( )
( )

( )
( )

c
xP

xQ

xQ

xP
=+ , каде  ( )xP  и ( )xQ  се полиноми со степени не поголеми 

од 2, а c  е константа, со смената 
( )
( )

y
xQ

xP
= , се сведува на претходниот тип. 

                               Равенката 
6

37

5

1

1

5
2

2

=
+
+

+
+
+

xx

x

x

xx
 со смената  y

x

xx
=

+
+
1

52

 се сведува на  

равенката 
6

371
=+

y
y . 

        Равенката од четврти степен со една променлива која содржи само степени со парни 
показатели се вика биквадратна равенка и е од обликот: 

                                                 024 =++ cbxax  ( )0≠a  

                                         т.е.  ( ) 0222 =++ cbxxa , која е квадратна по 
2x . 

        Биквадратната равенка се решава со формулата: 

                         

2

1,2

4

2

b b ac
x

a

− − −
= ± , 

2

3,4

4

2

b b ac
x

a

− + −
= ±         

                            Решенијата на квадратната равенка 0362 24 =+− xx  се одредуваат од                

                           формулата: 1,2

6 36 24

6
x

− −
= ± , 3,4

6 36 24

6
x

+ −
= ± . 

Ниво А 

Пример 1: 

Пример 2: 

Пример 3:                                     

Ученикот треба да знае дека... 
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       За полиномот  ( ) cbxaxxP ++= 24
  важи трансформацијата: 

                                   ( ) ( )( )( )( )4321 xxxxxxxxaxP −−−−= ,  

                                 каде  4321 ,,, xxxx  се нули на полиномот. 

                          Нулите на полиномот ( ) 45 24 +−= xxxP   се 2,1,2,1 4321 −=−=== xxxx . 

                                Тогаш, ( ) ( )( )( )( )1 2 1 2 .P x x x x x= − − + +  

 
 
      Равенките кај кои непознатата се наоѓа барем еднаш под знакот на корен се викаат 
ирационални равенки. 
                          

                       Равенката  521 =+−x   е ирационална равенка.  

 

    Равенката од видот ( ) ( )xQxP =  е еквивалентна со системот: 

                                                 ( ) ( ) ( ) ( )20, 0,P x Q x P x Q x≥ ≥ =  

 

                       Равенката xx −=− 73    е еквивалентна со системот:    

                                                  ( )23 0, 7 0, 3 7x x x x− ≥ − ≥ − = −  

 
    При решавање на ирационална равенка најчесто го користиме следниот редослед: 
 

1) одредуваме дефиниционо множество; 
2) се ослободуваме од корените степенувајќи ја равенката потребен број пати; 
3) ја решаваме добиената равенка; 
4) проверуваме кои од решенијата припаѓаат на дефиниционото множество или 
5) добиените решенија ги проверуваме во почетната равенка. 

 

    Равенката од видот 022 =+++++ feydxcybxyax , каде , , , , ,a b c d e f ∈ℝ  и 0≠a  или 

0≠b или 0≠c  ја нарекуваме квадратна равенка со две непознати. 

 

                         Равенката  0115222 =−+−+ yxyx   е квадратна равенка со две непознати. 

 

     Системот  




=++

=+++++

0

022

rqypx

feydxcybxyax
, каде qp,  и r се реални броеви, е систем од 

една квадратна и една линеарна равенка со две непознати. 
 

                        Системот  




=+−

=−+−++

0432

0734532 22

yx

yxyxyx
 е систем од една квадратна и 

една линеарна равенка со две непознати. 
 

Пример 4:                                     

Пример 5:                                     

Пример 6:                                     

Пример 7:                                     

Пример 8:                                     
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          Подредениот пар ( )00 , yx  за кој двете равенки преминуваат во вистинити искази се 

вика решение на системот. 
                   

                         Подредениот пар ( )1,1  е решение на системот равенки 




=−+

=+−+

02

222

yx

yxyx
 

 
         Систем равенки со две непознати се решава секогаш со замена на линеарната во 

квадратната равенка.  

                               Системот равенки 




=−

=+

32

422

yx

yx
се решава со замена yx 23 +=    

     од линеарната равенка во квадратната равенка и се добива ( ) 423 22 =++ yy . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Пример 9:                                     

Пример 10:                                     
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     НИВО: РАЗБИРАЊЕ 
 

          Равенкатата од видот ( )
( )

a
cxP

xP =
−

+
1

 со смената ( ) yxP = се сведува на 

равенката a
cy

y =
−

+
1

. 

Со смената ( ) ycxP =−  се сведува на равенката a
y

cy =++
1

. 

Со смената ( ) 1cycxP +=−  се сведува на равенката a
cy

ccy =
+

+++
1

1

1
. 

 

                               Равенката 
9

44

44

1
4

2

2 =
++

−+
xx

xx ,  

со смената   yxx =+ 42
 се сведува на 

9

44

4

1
=

+
−
y

y ; 

со смената   yxx =++ 442
 се сведува на 

9

441
4 =−−

y
y ; 

со смената   yxx =++ 201442
 се сведува на 

9

44

2000

1
2014 =

−
+−
y

y  итн. 

         Равенката 
( )
( )

( )
( )

c
xP

xQ

xQ

xP
=+ ,  претходно запишана како  

( )
( ) ( )

( )

c

xQ

xPxQ

xP
=+

1
 со смената 

( )
( )

y
xQ

xP
=  сведува на равенката c

y
y =+
1

. 

Исто така, равенката 
( )
( )

( )
( )

c
xP

xQ

xQ

xP
=+ се множи со 

( )
( )xQ
xP

, па се добива 

( )
( )

( )
( )

2

1 .
P x P x

c
Q x Q x

 
+ =  

 
 

Потоа со смената 
( )
( )

y
xQ

xP
=  се сведува на квадратната равенка cyy =+12

. 

 

Пример 11:                                     

Ученикот покажува дека разбира... Ниво Б 
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                             Равенката 
6

37

5

1

1

5
2

2

=
+
+

+
+
+

xx

x

x

xx
 ја множиме со 

1

52

+
+
x

xx
 па добиваме 

1

5

6

37
1

1

5 2
2

2

+
+

⋅=+








+
+

x

xx

x

xx
. Со смената, y

x

xx
=

+
+
1

52

 се добива квадратната равенка 

yy
6

37
12 =+ . 

Нулите на биквадратната равенка  024 =++ cbxax  може да се одредат со воведување 

на смената yx =2 . Се добива 02 =++ cbyay . 

 

                               Решенијата на равенката 045 24 =+− xx  се одредуваат со користење 

на смената yx =2 . Со решавање на 0452 =+− yy , добиваме  1,4 21 == yy , од каде
 

42 =x , т.е. 21 =x , 22 −=x  и  12 =x , т.е.  13 =x , .14 −=x   

      

         Даден е полиномот ( ) cbxaxxP ++= 24
. Со смената yx =2  добиваме квадратен 

трином ( ) cbyayyP ++= 2
. 

( ) ( )( )21 yyyyayP −−= , т.е. 

( ) ( )( )22

1

2 yxyxaxP −−= , односно 

( ) ( )( )( )( )
2211 yxyxyxyxaxP +−+−= , ако 1 2, 0.y y >  

 

                              Полиномот ( ) 3613 24 +−= xxxP трансформиран во производ е  

                                              
( ) ( )( )( )( )2233 +−+−= xxxxxP , бидејќи  

после смената yx =2 , равенката се трансформира во 036132 =+− yy , од каде  

4,9 21 == yy , т.е. 31 =x , 32 −=x , 23 =x  , .24 −=x  
 

                              Решението на ирационалната равенка 21 =−x , за 01 ≥−x , односно  

1≥x , т.е. [ ),1 ∞∈x , се добива од 
221 =−x , од каде 5x =  и [ )5 1, .∈ ∞  

 
        При решавањето на ирационална равенка треба да се прави проверка на решението,  
бидејќи некогаш е тешко наоѓањето на дефиниционо множество. 
 

                               Реши ја ирационалната равенка xxx −=−+ 122
 и провери го 

решението. 
  

Имаме, 012 ≥−x ;  0122 ≥−+ xx ; 0≥− x .  

 

Со степенување на равенката xxx −=−+ 122
, имаме 222 1 xxx =−+ , т.е. 

012 =−x , од каде .1,1 21 −== xx  

 
 

Пример 14:                                     

Пример 15:                                     

Пример 16:                                     

Пример 12:                                     

Пример 13:                                     
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Проверка за 1−=x :                                  Проверка за 1=x : 

( ) ( ) ( )1111
22 −−=−−+−                     1111 22 −=−+      

              101 =+                                          101 −=+                

                  11 =                                                   11 −=  
1−=x  е решение                                      1=x  не е решение 

 

                               Ирационалната равенка 232 =−+− xx  од условот 

                             02 ≥− x  и 03 ≥−x  има дефиниционо множество ∅=D ,                                                             

                              а тоа значи дека нема решение. 
 
          Понекогаш, при решавањето на ирационални равенки се воведува нова 
променлива. 
 

                               Равенката  12 22 =+−+ xxxx  со дефиниционо множество 

( ] [ )∞∪−∞−= ,01,D  и смена 
22 yxx =+  ; 0≥y  се сведува на квадратната равенка    

 122 =− yy . 

 
         Равенка од втор степен со две променливи определува крива (кружница, елипса и 
др.) која во пресек со права може да има: 
 
1) Две заеднички точки 

                                                

Значи, системот




=++

=++++

0

022

CByAx

feydxyx
   има две решенија   ( ) ( ){ }2211 ,,, yxyxM =  

                                  Системот




=+

=+

3

522

yx

yx
 има две решенија   ( ) ( ){ }1,2,2,1=M  

          

                                           
                                 

Пример 18:                            

Пример 19:                                     

Пример 17:                                     
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2) Една заедничка точка                                     

                                        
 
 

Значи, системот




=++

=++++

0

022

CByAx

feydxyx
   има едно решение   ( ){ }11 , yxM =  

 

                                  Системот




=+

=+

2

222

yx

yx
 има едно решение   ( ){ }1,1=M  

                                                 

                                 Системот




=+

=+

5

1322

yx

yx
  го решаваме со замената yx −= 5  во 

квадратната равенка и добиваме:  

                                                         

( )

065

012102

131025

155

2

2

22

22

=+−

=+−

=++−

=+−

yy

yy

yyy

yy

 

                                                      
2

3

2

1

=

=

y

y
           

3

2

2

1

=

=

x

x
 

Значи, подредените парови )3,2(  и )2,3(  се решенија на системот, т.е. 

 ( ) ( ){ }2,3,3,2=M  е решение на системот. 

 
 
 
 
 
 
 

Пример 21:                                     

Пример 20:                                     
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3) Нема заеднички точки             

                                           
 

Значи, системот




=++

=++++

0

022

CByAx

feydxyx
   нема решение    

 
 
 
 

                                  Системот




=+

=+

5

122

yx

yx
  нема решение, .∅=M  

                                                
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Пример 22:                                     



161 
 

                                    
 
 
 
 

1.  Равенката   41
1

2
=−+

−
x

x
, 1≠x  со смената ___________ се сведува на 

___________.               

 2.  Определи која од следните равенки е биквадратна:  

  а)   01234 =++++ xxxx ;   б) 0424 =++ xx ;   в)
 

024 =++ xx   

  г)
 

024 =++ xxx ;         д) друг одговор 

3. Кој од броевите е едно решение на биквадратната равенка 4 23 2 0 :x x− + =   

 а)  1          б) 0             в)
 
2

            
 г)

 
3−           д) друг одговор 

4. Ако броевите  5,3 ±±   се нули на полиномот ( ) cbxaxxP ++= 24 , тогаш полиномот 

запишан во производ е:   ( ) =xP  _________________________________________. 

5. Запиши барем една смена со која равенката   1
73

3
73

2

2 =
++

+−+
xx

xx  се сведува на 

квадратна. =y _______________________. 

6. Решенија на биквадратната равенка  043 24 =−+ xx  се____________________. 

7. Определи која од квадратните равенки е ирационална: 

а) 32 xx =+          б) 0422 22 =−−x          в)
 

xx 72 =−                                               

г)
 
( ) 523 =− x      д) друг одговор 

8. Одговори која од вредностите е решение на равенката 3 2 1:x x+ − − =  

а)  1          б) 6             в)
 
2−

            
 г)

 
0           д) друг одговор 

  9. Дефиниционо мноижество на равенката 722 53 =+−− xx  е   =D _______. 

10. Дефиниционо мноижество на равенката 3223 =−−− xx  е   =D _______. 

11. Бројот на решенија на равенката 3433 =−+−−+ xxx  е:    

а) 0            б) 1            в)
 
2

            
 г)

 
3           д) друг одговор 

   ЗАДАЧИ ОД НИВО А И НИВО Б  
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12.  Бројот на степенувања со кои може да се реши равенката 13 +−= xx  

 е____________. 

13. Ирационалната равенка 06 =−− xx  може да се реши без степенување, со 

користење на смената ______________________. 

14. Равенката 022 =+++++ feydxcybxyax  е равенка од __________________, со  

_____ непознати, а равенката rqypx =+  е __________________ равенка со ________ 

непознати. 

15.  Множеството ( ){ }9|, 22

1 =+= yxyxM  е множество од _______________________  за 

кои исказната функција со две променливи преминува во ___________________ исказ.             

16.  Множеството ( ){ }07|,2 =−+= yxyxM  е множество од _______________________  

за кои исказната функција со две променливи преминува во ___________________ исказ. 

17.  Множеството 
21 MMM ∩=  (од зад. 15 и зад.16 )е множество решенија на системот 

_______________. 

Реши ги биквадратните равенки:   

18.  0910 24 =+− xx                                      19.  0910 24 =+− xx   

Реши ги ирационалните равенки:   

20. 042 =−−x                                            21.  0123 =−− x   

Реши ги системите равенки:  

22.  




=+

=+

7

2922

yx

yx
                                          23. 





=−

=−

3

1522

yx

yx
 

24. Состави биквадратна равенка така што збирот на плоштината на квадратот со страна 

x  и неговата  реципрочната вредност е 2. 

25. Запиши равенка според  следниот текст: „Разликата од корените на два 

последователни природни броеви деливи со 3 е 1“. 

26. Одреди ги пресечните точки на кривата 1322 =+ yx и правата .5=+ yx  
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  НИВО: ПРИМЕНА                

   Равенките може да ги решаваме и во множеството на комплексни броеви.                  

                                Реши ја равенката од четврти степен 0
37

73
2

2 
xx

xx . 

По групирањето добиваме:   0
1

7
1

3
2

2 


















x
x

x
x  за  \ 0x  

Од смената y
x

x 
1

  определуваме 2
1 2

2

2  y
x

x  и добиваме: 

                                                           0723 2  yy  

                                                         0673 2  yy  

                                           31 y , 
3

2
2 y . 

Од 3
1


x
x  се добива  

2

53
2,1


x  , а од 

3

21


x
x  се добива  

2

221
4,3

i
x


 . 

                                

                                  Реши ја биквадратната равенка   
4 28 9 0:x x    

                                  а) со формула;     б) со смена. 
 

а) 
a

acbb
x

2

42

2,1


                    

a

acbb
x

2

42

4,3


  

    
2

1008
2,1


x                            

2

1008
4,3


x  

    92,1 x                                        14,3 x  

     ix 32,1                                             14,3 x  

 

б)  Од   yx 2
 , т.е. 

24 yx  , добиваме: 

  
2

1008
2,1


y , т.е.   91 y , 12 y  од каде  ix 32,1  , 14,3 x  

 

        Трансформацијата на полиномот   cbxaxxP  24

 во производ, т.е 

      4321 xxxxxxxxaxP   се користи за скратување на дропки. 

Пример 23:                                      

Пример 24:                                                

Ученикот треба да го примени своето 

знаење и разбирање 
Ниво В 
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                              Од дропката  
3613

16
24

4





aa

a
,  по разложувањето се добива дропката 

    
    3322

2222





aaaa

iaiaaa
, од каде по кратењето се добива 

9

4
2

2





a

a
, за .2a  

 
        Често пати при решавање на ирационални равенки се користат нови променливи. 
 
                                 

                                Равенката  3922  xxxx  со смената 
22 9 yxx   за 0y   

се трансформира во квадратната равенка  0122  yy , чии решенија се: 

 41 y  (не одговара, бидејќи треба 0y ) 32 y  

За 3y  важи 992  xx  

                          02  xx  

                                
  01 xx , т.е.  1,0 21  xx  

Провeрка:  390000 22  , т.е. 33   

                   391111 22  , т.е. 33  
 
       Некои ирационални равенки се решаваат со две степенувања. 

 

 

                             Равенката  244 33  xx , D     ја степенуваме на трети          

                               степен и добиваме:  

                                           84444344 3333  xxxxxx ,                                     

                                 т.е.  044 33  xx   , од каде   41 x , 42 x . 

 
 

                               Системот равенки 








2

1622

yx

yx
   се решава со замена на втората 

равенка  yx  2   во првата. 

  162 22
 yy   т.е. 16444 22  yy , од каде 3y , а 5x . 

Значи,   3,5M  .   

Пример 25:                                                

Пример 26:                                                

Пример 27:                                                

Пример 28:                                                
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                                Системот равенки 
















1

2

3

1

1
2

2

yx

xy

yx

  после замената yx 1  се 

трансформира во 
 

2

3

11

11
2

2






yy

yy
, т.е.  

2

3

2

23
2

2






yy

yy
, односно во равенката

0232  yy , од каде  11 y , 22 y , а 21 x , 32 x . 

 

Значи,     .2,3,1,2M   

 

       Квадратната равенка 022  cybxyax  се вика хомогена квадратна равенка. По 

делењето со 
2y  за 0y  се добива 0

2


















c

y

x
b

y

x
a , а со смената z

y

x
  се добива 

квадратна равенка по непознатата .z  
 

                               Системот равенки 










065

27624

22

2

yxyx

xxyx
   е систем од две квадратни 

равенки од кои втората е хомогена. За 0y  хомогената равенка со смената  z
y

x
  се 

трансформира во 0652  zz , која има решенија 21 z , 2 3.z 
 

 

Ги добивме системите:

 

2 24 2 6 27 4 2 6 27

.
2 3

x xy x x xy x

x x

y y

      
 

 
  

   

 

Решенијата се: .
14

1533
,

14

1599
;

2

3
,3;

10

9
,

5

9

























 


















 
 
       При решавањето на текстуални задачи можеме да постапиме по следниот редослед: 

1) се означуваат непознатите (една, две или три); 

2) се формираат равенки меѓу непознатите спрема дадените услови; 

3) се решаваат равенките; 

4) се проверуваат добиените решенија дали ги задоволуваат дадените услови. 
   

                                       Две цевки полнат базен за 
8

7
1  часа, а првата цевка може сама да го 

наполни базенот за два часа побрзо од втората. За кое време секоја цевка сама ќе го 
наполни истиот базен?             

Согледај го решението: Нека за x  0x  часови базенот го полни првата. Тогаш, втората 

цевка би го наполнила за 2x  часа. 

Пример 29:                                                

Пример 30:                                                

Пример 31:                                                
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Значи, 1
8

7
1

2

11













xx
, т.е. 

15

8

2

11





xx
  за .x   

Ја добиваме квадратната равенка 01574 2  xx , т.е. 31 x , 
2

5
.

2
x     

Значи, едната цевка сама може да го полни празниот базен за 3 часа, а другата за 5 часа. 
 
 
                              Површината на правоаголник е 60 cm2, а дијагоналата е 13 cm. Одреди   
                              ги страните на правоаголникот. 

Согледај го решението: Нека должината е x  0x , тогаш ширината е 
x

60
.                                              

Од Питагоровата  теорема, имаме:     
2

2

2 13
60











x
x , т.е.   03600169 24  xx  е  

биквадратна равенка. Нека yx 2
  0y , добиваме: 

 

                                                       036001692  yy  

                                                       1441 y        252 y  

                                                   т.е.  121 x        52 x  

 
Значи, страните на правоаголникот се 12 cm и 5 cm. 
 
 
                              Два многуаголника имаат вкупно 20 страни и 95 дијагонали. Колку   
                             страни има секој од тие многуаголници? 
                               

Согледај го решението: Нека x и y   0,0  yx , се бројот на страните на 

многуаголниците. 

Тогаш  го формираме системот 

   

















20

95
2

3

2

3

yx

yyxx

, т.е. 








20

1903322

yx

yxyx

 

со решение  15x , 5.y 
 

 
      Значи, многуаголниците се 15-аголник и 5-аголник. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Пример  32:                                                

Пример  33:                                                
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  НИВО: АНАЛИЗА, СИНТЕЗА И ВРЕДНУВАЊЕ   
 

         Реши ја равенката      064
104

21 2

2



xx

xx
 во множеството на комплексните 

броеви со најмалку две смени, а потоа оцени ги смените. 

Согледај го решението:  Од  01042  xx , имаме  \ 2 2,2 2D i i   . 

1) Воведуваме нова непозната  yxx  42 , значи  

                                            06
10

21



y

y
,  \ 10D    

Добиваме квадратна равенка 939162  yy   чии решенија се 31 y , .132 y  

За 3y  ја добиваме равенката 0342  xx  чии решенија се 3,1 21  xx , а  

за 13y  ја добиваме равенката 01342  xx  чии решенија се .324,3 ix   

 

2) Воведуваме нова непозната  yxx  1042 , значи  

                                            04
21

 y
y

  ,  \ 0D   

Добиваме квадратна равенка 02142  yy   чии решенија се 71 y , .32 y  

За 7y  ја добиваме равенката 0342  xx  чии решенија се 3,1 21  xx , а  

за 3y  ја добиваме равенката 01342  xx  чии решенија се .324,3 ix   

  
   За различни смени се добиваат различни квадратни равенки по y , а по замената на 

вредностите на 1y и 2y се добиваат исти квадратни равенки по x . Значи, различните 

смени немаат значајни предности. 
 

        Нека е дадена биквадратната равенка    024  cbxax  и нека 321 ,, xxx  и 4x  се 

решенија на таа равенка. Докажи дека 04321  xxxx  и 
a

c
xxxx  4321

. 

Доказ: Воведуваме смена 
2x y  и добиваме квадратна равенка

2 0ay by c     со 

решенија 1y   и 2y . Тогаш, .,,, 24231211 yxyxyxyx   

Значи, 022114321  yyyyxxxx ,  

                .2122114321
a

c
yyyyyyxxxx   

 
 

Ученикот треба да користи логичко следство Ниво Г 
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                              Биквадратната равенка 01
1 2

2

24 







 x

a
ax  со смената  yx 2

 

се сведува на квадратната равенка 01
1

2

22 







 y

a
ay  која има решенија 

 
2

1 ay  , .
1

22
a

y   

Множеството решенија е  .
1

,
1

,,









aa

aaM  

                              Равенката од четврти степен     1680321  xxxx  после 

множењето на првиот со четвртиот и вториот со третиот множител се трансформира во 

равенката    1680233 22  xxxx . 

Со смената  yxx 32   се добива квадратната равенка 0168022  yy  чии решенија 

се 401 y , .422 y  

Множеството решенија е  .
2

1593
,8,5







 


i
M  

        Равенствата    xgxf   и    xgxf 22   не се еквивалентни. Равенството 

   xgxf   е еквивалентно со конјункцијата    xgxf 22   и     .0 xgxf  
 

                              Да се реши ирационалната равенка 02 22  xxxx  со: 

                            1) степенување; 
                            2) воведување на нова променлива. 

1) Дадената равенка ја трансформираме во  xxxx  222 . Дефиниционото 

множество го бараме од 02  xx , т.е.     ,01,D . 

 Ако   xxxf  22  и   xxxg  2  може да степенуваме и добиваме: 

                                             2224 xxxx   т.е.  

                                          0432 234  xxxx  

                                                     0432 23  xxxx  

                                                01 x , а со проба 12 x  

За да ги најдеме другите решенија ќе поделиме: 

                                           41:432 223  xxxxxx  

                               
23 xx   

                                          432  xx  

                                       xx  2
 

                                                 44  x  

                                                 xx  4  

                                                        0 

Значи, 
2

171
4,3


x

         
1 2 3 4, , ,x x x x D  

Пример  34:                                               

Пример  35                                                

Пример  36 :                                               
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2) Ако воведеме смена 
22 yxx  , добиваме 022  yy  за 0y , па 01 y , 22 y . 

Од 02  xx  добиваме 01 x , 12 x , а од 42  xx  добиваме 
2

171
4,3


x . 

 

                              Реши ја ирационалната равенка  122 33  xx  и изврши проверка. 

                              Согледај го решението: D   и по степенувањето, добиваме: 

                               12222232 3333  xxxxxx , т.е. 

                                   122 33  xx , а со повторно степенување се добива 52 x , т.е. 

                                    .5,5 21  xx  

 
Проверка: 

   
1

2

51

2

51

2

51

2

51

8

5816

8

5816
5252

3
3

3
3

3333 

















  

 

                              Реши ја ирационалната равенка 
xxx

x
1

1
1

1
1

 , 

                                 1 1, 1,D      со соодветна трансформација. 

 

Запишуваме,

 
0

111
2

2














 







x

x

x

x

x

x
 

            т.е.    0
1

11
1














 




x

x
x

x

x
, од каде       

                         0
1




x

x
   или  01

1
1 




x

x
x  

                          Dx 11               xxxx  11      / 2      за 0x   

                                                       2 1,D   , па  1 2 1,D D D        

                                                    xxxxxx  1121 2   

                                                                  1211 2  xxxx   / (  )2       

                                                            141121 222  xxxxxx  

                                                     xxxxxxx 441222 32234   

                                                            02221 2324  xxxxx  

                                                                              01
22  xx  

                                                                          012  xx   т.е.  
2

51
3,2


x   

                                                             
Dx 




2

51
2 , Dx 




2

51
3

 

Пример  37:                                                

Пример  38:                                              
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        Системот 

2

2

22

2

2

1

2

11

2

1











dycxybxa

dycxybxa
 од две квадратни равенки со две непознати може 

да се сведе на решавање на два системи со две непознати и тоа од една линеарна и 
една квадратна равенка.  

Добиваме, 










21

2

1212

2

12

21

2

2121

2

21

ddydcxydbxda

ddydcxydbxda

 

Значи,       02

12211221

2

1221  ydcdcxydbdbxdada  е хомогена која за 0y  со 

смената z
y

x
  се сведува на квадратната равенка:

    012211221

2

1221  dcdczdbdbzdada  

 

                     Системот  










7

4232

22

22

yxyx

yxyx
 е систем од две квадратни равенки со 

две непознати. Ако првата равенка ја помножиме со 7, а втората со -4 и ги собереме 
помножените равенки, се добива: 

                             0102510 22  yxyx , т.е. 

          0252 22  yxyx      која со смената z
y

x
 , за 0y  се                    

                    сведува на    0252 2  zz
 
чии решенија се  21 z ,

2

1
2 z . 

 Се добиваат системитe: 













2

4232 22

y

x

yxyx

                 












2

1

4232 22

y

x

yxyx

 

чии решенија се:    1,21 M ,   2,12 M , а множеството решенија е:

     2,1,1,2 M . 

 

                               Даден е системот 








4

1222

axy

yx
  од една квадратна и една линеарна 

равенка, каде 𝑎 ∈ ℝ е параметар. Вредноста на параметарот  𝑎  т.ш.
 1) системот има едно решение 

2) системот има две решенија 
3) системот има три решенија, 
изнесува: 

1)
   

  12
22  yaxx  , т.е.    0481 22  axxa

 

Од 0D  имаме 013 2 a   т.е.  1 2

3 3
, .

3 3
a a    

Графички значи дека правата ја допира кружницата. 

Пример  39:                                              

Пример  40:                                              
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2)
   





























 ,

3

3

3

3
,a  

Графички значи дека правата ја сече кружницата. 

3)
   
















3

3
,

3

3
a  

Графички значи дека правата и кружницата немаат заеднички точки. 

 

 

 

 
 

 

 

Реши ги равенките во множеството на комплексните броеви: 

1. 16
23

32
2

2 
xx

xx         2. 9
27

72
2

2 
xx

xx      3. 024
1

25
1

6

2




















x
x

x
x  

 
Реши ги квадратните равенки со користење на соодветна смена: 
 

4. 2
2

2
2

2







xx

x

x

xx
        5. 2

3

83
2

2







xx

x

x

xx

        
6. 1

43

8

23

6
22





 xxxx

 

 

7. Реши ја равенката: 03
12

4
12 2

2
2








 








 

x

x

x

x
  

 

8. Реши ја равенката: 01
1 2

6

64 







 x

m
mx   

 

9. Дадена е равенката 01
1 2

2014

20144 







 x

m
mx . Докажи дека важи релацијата 

0143214321  xxxxxxxx . 

 

10. Скрати ја дропката 
6113

253
24

35





mm

mmm
. 

 

11. Состави равенка од четврти степен чии решенија се: а) 3,2       б) ii 3,2        

 

12. Реши ја равенката:     5625,0321  xxxx   

 

   ЗАДАЧИ ОД НИВО В И НИВО Г  
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Реши ги ирационалните равенки: 
 

13. 7582  xx     14. 2483  xxx     15. 333 55 xxx   

 
Реши ги системите равенки: 
 

16.

 







26

5

axy

ayx
                 17.

 















2

4

5

2

2
22

m
xy

m
yx

                        

18.

 










10343

3

22

22

yxyx

yxyx
 

19. Двајца работници треба да завршат некоја работа. Ако работат заедно, ќе ја завршат 

работата за 12 дена. За завршување на таа работа на еден од нив му е потребно 10 дена 

повеќе отколку на другиот. За колку време секој од нив би ја завржил работата?  

20. Кракот на рамнокракиот триаголник е 20, а површината е 192. Одреди ја основата на 

триаголникот. 

21. Одреди ја вредноста на параметарот a  за кој системот 








3

3 222

yx

aayx
 има: 

а) едно решение;     б) две решенија;    в) нема решение. 

22. Нека е дадена кружница со центар  0,0C  и радиус r . Нека  yxM ,  е точка од 

кружницата, тогаш покажи дека од Талесовата теорема и Питагоровата теорема се 

добива равенката  
222 ryx  . 

23.Одреди ги заедничките точки на кружниците    81 22
 yx   и  1322  yx  

Реши ги ирационалните равенки: 
 

24. 244 33  xx            25. 3123  xx             26. 288 44  xx  

27. 333 633  xx        28. 121  xx  
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Задачи со заокружување: 
 
1. А (5)(    ) Определи која од наведените равенки е биквадратна: 

А)  01234  xxxx          Б) 1
1

2

2 
x

x              В) 1
12 
x

x     

Г) 0124  xxx      Д) друг одговор 

2. Б (5)(    ) Определи кој од подредените парови е решение на системот  









012

222

yx

yxyx . 

А)  2,2            Б)  2,0            В)  1,1             Г)  1,1             Д) Друг одговор 

3. В (5)(    ) Ако смената е y
x

x 
1

, тогаш 
2

2 1

x
x   се запишува со: 

А) 22 y            Б) 22 y          В) 
2y                   Г) 

2y              Д) Друг одговор      

4. Г (5)(    ) Нека е дадена равенката 014 24  xx со решенија 4321 ,,, xxxx . Тогаш 

збирот  
432431421321

1111

xxxxxxxxxxxx
  е еднаков со: 

А)  1                   Б) 4                     В) 4                   Г) 1                     Д) Друг одговор              

Задачи со дополнување: 
 

5. А (5)(    ) Равенката  xx  115   е еквивалентна со системот неравенки __________ 

____________________________________и равенката_____________________________________. 
 
6. Б (5)(    ) Системот од една квадратна и една линеарна равенка може да има најмногу 
__________ решенија, а најмалку _____________решенија. 

 
7. В (5)(    ) Површината на правоаголникот е 120 cm2 ,а дијагоналата е 17 cm, тогаш 

поголемата страна е 15 cm, а помалата страна е __________. 
 

8. Г (5)(    ) Кривата  
222 ayx   е кружница со радиус a , а bxy  2

е парабола. 

 Скицирај за кривите да имаат: 
 
             три заеднички точки______________  , една заедничка точка___________________. 

Задачи со целосна постапка: 

9. А (15)(    ) a)Одреди ја квадратната равенка која се добива од равенката 3
2
2

2 
x

x  со 

смената yx 2
. 

б) Одреди ја квадратната равенка која се добива од равенката 311  xx , за 1x   

со смената .1 2yx    

  ПИСМЕНА РАБОТА  5 
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в) Одреди го системот равенки кој се добива од системот 








01

622

yx

yx
  со смената 

1.x y    

 

10. Б (15)(    ) Реши ги равенките: а) 045 24  xx    б) 225  x   в)

 







2

222

yx

yx
 

11. В (15)(    )Реши ја ирационалната равенка .821010  xxx  

 

12. Г (15)(    ) При решавање на равенката од видот: 0
2

2 
x

a

x

b
bxax  сведуваме на  

0
11

2

2 


















x
xb

x
xa . Ако смената е y

x
x 

1
, тогаш докажи дека 

2

2 1

x
x  може да се 

замени со .42 yy
 

 
 

 

 

 

Бодови (Оценка) 0-26   (1) 27-42 (2) 43-60 (3) 61-76 (4) 77-100 (5) 



ТЕМА 6. 
Квадратна функција                                

и квадратна неравенка 
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НИВО: ПОМНЕЊЕ 

          Квадратната функција  аналитички се претставува   со: ( ) 2y f x ax bx c= = + + , 

, , 0.a b c a∈ ∧ ≠ℝ  

                          ( ) 22 4 3y f x x x= = − +
 
е квадратна функција. 

        Множеството fD  од вредностите

 

x∈ℝ  се вика домен или дефинициона област, а 

множеството fV од вредностите на функцијата ( )f x  се вика множество  од вредности на 

f , при што или ,
2

f

b
V

a

 = −∞ −  
 за 0a <  или ,

2
f

b
V

a

 = − ∞  
 за 0.a >                                  

Притоа важи, .fV ⊂ ℝ  

                           Квадратна функција  дадена со
22 4 3y x x= − +   има домен  fD = ℝ , 

кодомен ℝ  и [ )1,fV = ∞ , .fV ⊂ ℝ  

         Множеството  ( ){ }2, | , , , 0f x y y ax bx c a b c aΓ = = + + ∧ ∈ ≠ℝ  е  график на функцијата.  

                           Множеството ( ){ }2, | 2 4 3f x y y x xΓ = = − +  е график на функцијата f  

претставена со ( ) 22 4 3.y f x x x= = − +  

         Графикот на квадратната функција претставена во xOy - рамнината е парабола, и 

тоа: 
                            

                        
 
                            со темето долу                          со темето горе 
 
 
 
 

Ученикот треба да знае дека... Ниво А 

Пример 1: 

Пример 2: 

Пример 3:                                     
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           Улогата на коефициентот a  е во промената на стрмоста на параболата. 

                        Во ист координатен систем функциите 
2 2 21
; 2 ;

2
y x y x y x= = =  ги 

претставуваме на следниот начин: 
 

x  0 1±  2±  

 
2x  0 1 4 

22x  0 2 8 

21

2
x  

 
0 

1

2
 

 
2 

                         
                         

                               
                           
                     

    Улогата на коефициентот  a  е и во свртеноста на параболата: 

 
1) ако 0a > , параболата е свртена со темето долу. 

2) ако 0a < , параболата е свртена со темето горе. 

 

                           Во ист координатен систем функциите 
2y x=  и 

2y x= − ги претставуваме 

на следниот начин: 
   

x  0 1±  2±  
2x  0 1 4 

2x−  0 -1 -4 

 
 
 
                          
 
                                   

Пример 4:                                     

Пример 5:                                     
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       Третата улога на коефициентот  a  и улогата на коефициентите b  и c  е  во темето на 

параболата, т.е. ( )2
y a x= − α +β е каноничен вид на квадратна функција, при што  

2

b

a
α = −  , 

24

4

ac b

a

−
β =  се координати на темето ( ),T α β на параболата, кое претставува: 

минимум, за 0a >  и максимум, за 0a < . 

                         

                            Темето на параболата 
22 4 3y x x= − +  има координати 

 
4

1
2 2

−
α = − =

⋅
, 

( )2
4 2 3 4

1
4 2

⋅ ⋅ − −
β = =

⋅
, т.е. ( )1,1T  и претставува  минимум. 

       Графикот на функцијата ( )2
y a x= − α +β  се добива со транслација на графикот на 

функцијата 
2y ax= , и тоа: 

1) 0, 0α > β >  десно по x− оската за α  единици и нагоре по y −оската за β  единици 

                         ( )2
2 3 4y x= − +  

2) 0, 0α > β <  десно по x− оската за α  единици и надолу по y −оската за β  единици 

                         ( )2
2 3 4y x= − −  

3) 0, 0α < β >  лево по x− оската за α  единици и нагоре по y −оската за β  единици 

                         ( )2
2 3 4y x= + +  

4) 0, 0α < β <  лево по x− оската за α  единици и надолу по y −оската за β  единици 

                          ( )2
2 3 4y x= + −  

Пример 6:                                     

Пример 7:                                     

Пример 8:                                     

Пример 9:                                     

Пример 10:                                     
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       При скицирање на графикот и испитувањето на текот на квадратната функција ќе 

работиме по следниот редослед: 

1) Одредуваме дефиниционо множество fD , fD = ℝ  

2) Одредуваме пресечни точки со координатните оски: 
 

    а) пресек со x− оската (нули на f ), т.е. за 0y =  , 
2

0;ax bx c+ + =  

    б) пресек со y −оската т.е. за 0x = , .y c=                                                                           

3) Одредуваме теме ( ),T α β на параболата, т.е. 
2

b

a
α = − , 

24
.

4

ac b

a

−
β =                                        

4) Скицираме график.      
                                                                                                          

5) Одредуваме множество вредности на f , т.е. одредуваме на  fV .                                                    

     ( ],fV = −∞ β  при 0a < ; [ ),fV = β ∞  при 0.a >       

 
6) Одредуваме оска на симетрија .x = α       

                                                                                              
7)  Одредуваме интервали на растење и опаѓање на функцијата     
                                                
8) Одредуваме знак на функцијата 
 

      Нека :f →ℝ ℝ . За функцијата f велиме дека: 

1) монотоно расте на интервалот ( ),a b , ако од  1 2x x<  следува ( ) ( )1 2f x f x< , за секои 

( )1 2, , .x x a b∈  

 

2) монотоно опаѓа на интервалот ( ),a b , ако од  1 2x x<  следува ( ) ( )1 2f x f x> , за секои 

( )1 2, , .x x a b∈  

 

                               Функцијата ( ) 3 5f x x= + монотоно расте во ,ℝ  бидејќи за  

( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 13 5 3 5 3 0x x f x f x x x x x> ⇒ − = + − − = − > , т.е. ( ) ( )2 1f x f x> . 

                               Функцијата ( ) 2 7f x x= − + монотоно опаѓа во ℝ , бидејќи за  

( ) ( ) ( )2 1 2 1 2 1 2 12 7 2 7 2 0x x f x f x x x x x> ⇒ − = − + + − = − − < , т.е. ( ) ( )2 1f x f x< . 

 

 

 

Пример 11:                                     
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      За знакот на квадратната функција важат следните скици: 

 

1) Ако 0, 0D a< >   функцијата е позитивна за секој fx D∈ , т.е. квадратниот трином не 

менува знак; 
2 0ax bx c+ + > , за секој .x∈ℝ  

2) Ако 0, 0D a= >   функцијата ( ) 0f x ≥ за секој fx D∈ , т.е. квадратниот трином  

2 0ax bx c+ + ≥ , за секој .x∈ℝ  

3) Ако 0, 0D a> >  функцијата менува знак, односно:                                                      

( ) 0f x > за ( ) ( )1 2, ,x x x∈ −∞ ∪ ∞                                                                                                   

( ) 0f x = за 1 2,x x x x= =                                                                                                             

( ) 0f x < за ( )1 2,x x x∈  

 т.е. квадратниот трином менува знак: 

2 0ax bx c+ + >   за ( ) ( )1 2, ,x x x∈ −∞ ∪ ∞                                                                            

2 0ax bx c+ + =  за 1 2,x x x x= =                                                                                           

2 0ax bx c+ + <  за ( )1 2,x x x∈  

4) Ако 0, 0D a> <  функцијата менува знак, односно:                             

( ) 0f x > за ( )1 2,x x x∈                                                                                                      

( ) 0f x = за 1 2,x x x x= =                                                                                                             

( ) 0f x < за ( ) ( )1 2, ,x x x∈ −∞ ∪ ∞  

 т.е. квадратниот трином менува знак:                                                                  
2 0ax bx c+ + >   за ( )1 2,x x x∈                                                                                             

2 0ax bx c+ + =  за 1 2,x x x x= =                                                                                           

2 0ax bx c+ + <  за ( ) ( )1 2, ,x x x∈ −∞ ∪ ∞  



182 
 

5) Ако 0, 0D a= <   функцијата ( ) 0f x ≤ за секој fx D∈ , т.е. квадратниот трином 

2 0ax bx c+ + ≤ , за секој .x∈ℝ  

6) Ако 0, 0D a< <   функцијата е негативна за секој fx D∈ , т.е. квадратниот трином не 

менува знак; 
2 0ax bx c+ + < , за секој .x∈ℝ  

                              Квадратниот трином: 

 1)
2 4 7 0x x− + >  за x∈ℝ , бидејќи 12 0; 1 0D a= − < = >   

2)
2 4 4 0x x− + ≥  за x∈ℝ , бидејќи 0; 1 0D a= = >   

3)  
2 2 3 0x x− − >  за ( ) ( ), 1 3, ;x∈ −∞ − ∪ ∞                                                                                                          

     
2 2 3 0x x− − =  за  1 21, 3;x x= − =       

      
2 2 3 0x x− − <  за ( )3, 2x∈ − , бидејќи 0; 0D a> >  

4)  
2 6 0x x− − + >  за ( )3, 2x∈ −                                                                                                          

     
2 6 0x x− − + >  за  1 23, 2;x x= − =       

      
2 6 0x x− − + <  за ( ) ( ), 3 2,x∈ −∞ − ∪ ∞ , бидејќи 0; 0D a> <  

5)
2 2 1 0x x− − − ≤  за x∈ℝ , бидејќи 0; 0D a= <   

6)
2 4 5 0x x− − − <  за x∈ℝ , бидејќи 0; 0D a< <   

       Неравенката од видот ( )2 0 , ,ax bx c+ + > ≥ < ≤  е општ вид на квадратна неравенка и 

решението директно се согледува од знакот на квадратниот трином. 

                             Решение на квадратната неравенка: 

2 3 2 0x x− + >  е ( ) ( ),1 2,M = −∞ ∪ ∞  

2 4 2 0x x− + ≥  е ( ] [ ),1 3,M = −∞ ∪ ∞  

2 5 6 0x x− + <  е ( )2,3M =  

2 6 7 0x x− + ≤  е [ ]2,3M =  

Пример 12:                                     

Пример 13:                                     
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          Решение на системот квадратни неравенки 
( )
( )

2

1 1 1

2

2 2 2

0 , ,

0 , ,

a x b x c

a x b x c

 + + > ≥ < ≤


+ + > ≥ < ≤
 е 

1 2M M M= ∩ , каде 1M е множество решенија на првата неравенка, а 2M е множество 

решенија на втората неравенка. 

Решението директно се согледува од знакот на квадратниот трином. 

                             Решение на системот квадратни неравенки 

2

2

12 0

36 0

x x

x

 + − ≥


− ≤
 е: 

( ] [ )( ) [ ] [ ] [ ]1 2 , 4 3, 6,6 4, 6 3,6M M M= ∩ = −∞ − ∪ ∞ ∩ − = − − ∪ . 

          За неравенка производ или количник, важат тврдењата: 

1) ( ) ( )
( )
( )

( )
( )

0 0
0

0 0

f x f x
f x g x

g x g x

 > < 
⋅ > ⇔ ∨ 

> <  
 

2) ( ) ( )
( )
( )

( )
( )

0 0
0

0 0

f x f x
f x g x

g x g x

 ≥ ≤ 
⋅ ≥ ⇔ ∨ 

≥ ≤  
 

3) ( ) ( )
( )
( )

( )
( )

0 0
0

0 0

f x f x
f x g x

g x g x

 > < 
⋅ < ⇔ ∨ 

< >  
 

4) ( ) ( )
( )
( )

( )
( )

0 0
0

0 0

f x f x
f x g x

g x g x

 ≥ ≤ 
⋅ ≤ ⇔ ∨ 

≤ ≥  
 

5) 
( )
( )

( )
( )

( )
( )

0 0
0

0 0

f x f xf x

g x g x g x

 > < 
> ⇔ ∨ 

> <  
 

6) 
( )
( )

( )
( )

( )
( )

0 0
0

0 0

f x f xf x

g x g x g x

 ≥ ≤ 
≥ ⇔ ∨ 

> <  
 

7) 
( )
( )

( )
( )

( )
( )

0 0
0

0 0

f x f xf x

g x g x g x

 > < 
< ⇔ ∨ 

< >  
 

8) 
( )
( )

( )
( )

( )
( )

0 0
0

0 0

f x f xf x

g x g x g x

 ≥ ≤ 
≤ ⇔ ∨ 

< >  
 

Пример 13:                                     
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     НИВО: РАЗБИРАЊЕ 
 

           Вредностите од пресликувањето :f →ℝ ℝ , ( ) 2y f x ax bx c= = + +  , , 0.a b c a∈ ∧ ≠ℝ  

Може да се претстават на два начини: 
 

1) Како точки од кодоменот y≡ −ℝ оската 

                              Сликите од пресликувањето f  дадено со ( ) 2y f x x= =  по претходно 

табеларно претставување, ги претставуваме како точки на y −оската. 

x  0 1±  2±  3±  
2x  0 1 4 9 

 

 
Домен е fD x= = −ℝ оската 

Кодомен е y= −ℝ оската 

Вредности на f    [ )1,fV = ∞ ⊂ ℝ
 

Овој начин е погоден за проучување на својствата на пресликувањето .f
 

 
2) Како ординати на точки од рамнината  

                             Сликите од пресликувањето f  дадено со ( ) 2y f x x= =  по претходно 

табеларно претставување, ги претставуваме како ординати на точки во рамнината. 
 

x  0 1±  2±  3±  
2x  0 1 4 9 

Ученикот покажува дека разбира... Ниво Б 

Пример 14:                                     

Пример 15:                                     
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Со поврзување на овие точки се добива крива линија на графикот на f , т.е. 

( ) { }{ }2, | , 0f x y y x x y +Γ = = ∧ ∈ ∈ ∪ℝ ℝ
 

  Овој начин е погоден за графичко претставување на функциите со скицирање на 
графикот.                          
 

        Нека е дадена квадратната функција во општ 
2y ax bx c= + + , каде , , 0.a b c a∈ ∧ ≠ℝ  

Истата може да се трансформира во каноничен облик ( )2
y x= − α + β , каде            

2

b

a
α = −  и 

24

4

ac b

a

−
β =  се координати на темето   ( ),T α β .      

      Ако 0a > , тогаш 
2

24

4
min

ac b
y a b c

a

−
= β = = α + α + за .x = α  

      Ако 0a < , тогаш 
2

2

max

4

4

ac b
y a b c

a

−
= β = = α + α + за .x = α  

Од ( )2
y x= − α + β  запишуваме  ( )2

y x− β = − α , т.е. 
2v u= , при што v y= −β , u x= − α . 
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Точката M од параболата има координати ( ),M u v во системот uTv  и координати 

( ),M x y  во системот xOy , при што x u= + α , y v= + β . 

 

        Линијата на графикот на функцијата 
2y ax bx c= + +  може да ја скицираме на три 

начини: 

1) со транслација на линијата на графикот 
2;y ax=  

 

2) со транслација на координатниот систем  uTv  во системот ;xOy  
 
3) со означување на карактеристични точки. 
 
 

                              Да се скицира графикот на функцијата 2 2 3y x x= − − , т.е.                           

                              ( )2
1 4y x= − −  ( ( )1, 4, 1, 4Tα = β = − − )            

 

1)  Со транслација на линијата на графикот 
2y x=        

       
x  0 1±  2±  

2x  0 1 4 

 

 
 
 

Пример 16:                                     
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2) а) За да се скицира графикот на функцијата ( )2
1 4y x= − − , се скицира графикот на 

функцијата 
2v u=  во систем со почеток ( )1, 4T −  во однос на системот .xOy  

      
u  0 1±  2±  
v  0 1 4 

 
 

б) Во координатниот систем 1uO v се скицира 
2v u= , а потоа се скицира xOy  со  ( )1, 4O −   

      
u  0 1±  2±  

2u  0 1 4 

 

 
 
 



188 
 

 

3) Карактеристичните точки за функцијата 2 2 3y x x= − −  се: теме ( )1, 4T − ,  

нули ( ) ( )1,0 ; 3,0A B− , 1 2 1 3
1

2 2

x x+ − +
α = = = , пресек со y −оската ( )0,3C  

 

 
 
 
                                     Да се испита текот и да сескицира графикот на функцијата 

                               2 2 3.y x x= − −  

1) Дефинициона област за квадратната функција
2y ax bx c= + + , каде , , 0a b c a∈ ∧ ≠ℝ е 

секогаш fD = ℝ . За нашата функција ( ), .fD = = −∞ ∞ℝ
 

2) Пресек со координатните оски: 

а) Пресек со x− оската се добива за 0y = . Имаме  
2 2 3 0x x− − = , т.е.   

1 21, 3x x= − = , т.е. 

точките ( ) ( )1,0 ; 3,0A B− се пресечни точки.     

б) Пресек со y −оската се добива за 0x = , т.е. 20 2 0 3 3y = − ⋅ − = − , т.е. точката ( )0, 3C − е 

пресечна точка. 

3. Темето на параболата има координати  1
2

b

a
α = − =  и 

24
4

4

ac b

a

−
β = = − . Од 1 0a = > , 

следи дека точката T е минимум, т.е. ( )min 1, 4 .T −  

4. Графикот го скицираме со помош на карактеристични точки. 

 

Пример 17:                                     
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5) Множество вредности на функцијата 

Од min 4y = β = −  имаме [ )4,fV = − ∞  

6) Оска на симетрија на параболата е правата x = α , а во нашиот случај 1.x =  

7) Монотоност                                                                                                                                          

Во општ случај се разгледуваат интервалите ( ) ( ), ; ,−∞ α α ∞ . Во нашиот случај:                          

- за ( ),1x∈ −∞  функцијата f опаѓа                              - за ( )1,x∈ ∞  функцијата f расте 

8) Знак на функцијата                                                                                                                               

Во општ случај се разгледуваат интервалите ( ) ( ) ( )1 1 2 2, ; , ; ,x x x x−∞ ∞ . Во нашиот случај:                          

- за ( ) ( ), 1 3,x∈ −∞ − ∪ ∞    ( ) 0f x >                                                                                                          

- за { }1,3x∈ −    ( ) 0f x =                                                                                                                              

- за ( )1,3x∈ −    ( ) 0f x <                                                                                                                                                                                                               

         Одредувањето на решенијата на квадратната неравенка се сведува на одредување 

знак на квадратна функција, односно знак на квадратен трином. При решавањето на 

квадратна неравенка добро е да се користи следниот редослед: 

1) Функцијата грубо се скицира со претставување на нулите на  x− оската и свртеноста 

на параболата. 

2) Делот од параболата што се наоѓа под x− оската ни ги покажува негативните 

вредности на функцијата, а делот од параболата над x− оската ни ги покажува 

позитивните вредности на функцијата. Пресечните точки на параболата со x− оската, ако 

ги има, се нули на функцијата. 

3) Се штрафира решението на неравенката и се претставува со интервал.  
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                                                                      Реши ги неравенките: 

а) 
2 2 0x x+ − >  

б) 
2 6 0x x− − ≤  

в) 
2 2 7 0x x− + >  

г) 
2 3 5 0x x− + <  

д) 
2 2 3 0x x− − + ≥  

Решение: 

а) 1,2 1 2

1 3
2, 1; 1 0

2
x x x a

− ±
= ⇒ = − = = >            б) 1,2 1 2

1 5
2, 3; 1 0

2
x x x a

±
= ⇒ = − = = >             

              

            ( ) ( ), 2 1,M = −∞ − ∪ ∞                                                 [ ]2,3M = −  

в) 1,2

2 24

2

i
x

±
= ⇒ нема нули; 1 0a = >          г) 1,2

3 11

2

i
x

±
= ⇒ нема нули; 1 0a = >                    

                 

         ( ),M = −∞ ∞ =ℝ                                                                  M = ∅  

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
►

x

-3 -2 -1 1 2 3 4
►

x

-3 -2 -1 1 2 3 4
►

x

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
►

x

Пример 18:                                     
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д)          1,2

2 4

2
x

±
= ⇒                                                 Ако неравенката 

2 2 3 0x x− − + ≥  ја     

    1 23, 1x x= − = ; 1 0a = >                                  помножиме со -1, добиваме 
2 2 3 0x x+ − ≤ . 

                                                                             Нули се:  1 23, 1;x x= − = 1 0a = >  

                               

            [ ]3,1M = −                                                                              [ ]3,1M = −  

 

                                Реши го системот од квадратни неравенки 

2

2

20 0

49 0

x x

x

 + − ≥


− <
. 

Согледај го решението: 
 

              За неравенката 
2 20 0x x+ − ≥                     За неравенката 

2 49 0x − <  

            
1,2 1 2

1 9
5, 4; 1 0

2
x x x a

− ±
= ⇒ = − = = >                    1,2 7; 1 0x a= ± = >  

 

 
 

( ] [ )1 , 5 4,M = −∞ − ∪ ∞ , ( )2 7,7M = −   ⇒   ( ] [ )1 2 7, 5 4,7M M M= ∩ = − − ∪  

-3 -2 -1 1 2 3 4
►

x

-3 -2 -1 1 2 3 4
►

x

-15 -10 -5 5 10 15
►
x

-7 74

Пример 19:                                     
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1.  Определи која од следните функции е квадратна: 

А) ( )1y x x= −         Б) 
2 1

y x
x

= +         В)
 

22 3y x= +
        

 Г)
 

1
y x

x
= +          Д) Друг одговор 

2.  Домен на квадратната функција е  _______ , кодомен е ________ , а вредности на 

функцијата   _______________  или _______________ . 

 3. Теме на параболата  2 2 1y x x= − +  е подредениот пар: 

 А) ( )0,0
        

Б) ( )2,1−
            

В)
 
( )1,0

           
Г)

 
( )0,1

             
Д) Друг одговор 

4. Каноничен или сведен вид на квадратната функција  
2 4 1y x x= − +  е _______________.  

5. Нека е дадена квадратната функција ( ) 22 3 5y f x x x= = − + , тогаш 

( ) 1
2 __________; __________ .

2
f f

 − = = 
 

 

6. Во ист координатен систем да се скицираат функциите: 
2 2 21
; 3 ; .

3
y x y x y x= = =  

7. Во ист координатен систем да се скицираат функциите: 
2 2 21
; 3 ; .

3
y x y x y x= − = − = −  

8. Направи модел на квадратна функција 
22y x= на картон и со негова помош скицирај го 

графикот на функциите:            ( )2
2 1y x= − ;   ( )2

2 1y x= −  

22 3y x= + ;   
22 4y x= −  

( )2
2 2 5y x= + − ;  ( )2

2 3 4y x= − +  

( )2
2 1y x= − − ;  ( )2

2 3y x= − +  

22 3y x= − + ;  
22 4y x= − −  

( )2
2 2 5y x= − + − ;  ( )2

2 3 4y x= − − +  

   ЗАДАЧИ ОД НИВО А И НИВО Б  
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9. Одреди fD  и fV  на функцијата 
23

3.
4

y x= −  

10. Одреди ги нулите и пресекот со  y − оската на функцијата  26 1.y x x= − −   

11. Одреди ја оската на симетрија на функцијата  2 14 1.y x x= − −   

12.  Ако 
1 24, 6x x= − =  се нули на квадратната функција, тогаш  одреди ја оската на 

симетрија на параболата.  

13. Темето на параболата е ( )2, 4T − − , а една нула е 10. Одреди ја другата нула и 

интервалот на опаѓање на функцијата  .f  

14. Одреди го интервалот каде што функцијата 23 5 2y x x= − − + е позитивна. 

15. Одреди ги темето, оската на симетрија и множеството вредности на функцијата 
2 2 3.y x x= − + +   

 16. Одреди го решението на неравенката 
2 5 14 0.x x− − <  

17. Одреди ги целобројните решенија на неравенката 
2 2 15 0.x x− + + ≤  

18. Реши го системот неравенки 
2

2 20 0

4 0

x

x

− ≤


− <
. 

19. Реши го системот од квадратни неравенки 

2

2

9 0

4 0

x

x

 − ≥


− <
. 

20. Напиши го еквивалентниот систем неравенки на неравенката  
2

2

2
0.

2

x x

x x

+
≤

−
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  НИВО: ПРИМЕНА  

                                     Испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата 21 3
.

2 2
y x x= − −  

Решение:
 
 

1) fD = ℝ  
 

2)  а) Нули се точките ( ) ( )1,0 ; 3,0A B−        

     б) Пресек со y−оската е точката 
3

0,
2

C
 − 
 

 

3) Теме на параболата:
1

1
12

2
2

b

a

−
α = − = − =

⋅
 и 

24 3 1
2

4 2

ac b

a

− − −
β = = = −   ( )

min
1, 2T −  

4) Графикот го скицираме со помош на карактеристични точки 

 
 

5) [ )2,fV = − ∞  

6)  Правата 1x = e oска на симетрија на параболата  

7) Монотоност                                                                                                                                          

- за ( ),1x∈ −∞   f  опаѓа  2

+∞
−ց                - за ( )1,x∈ ∞   f  расте 2

+∞
−ր                                

8) Знак на функцијата                                                                                                                               

- за ( )1,3x∈ −    ( ) 0f x <                         - за ( ) ( ), 1 3,x∈ −∞ − ∪ ∞    ( ) 0f x >                                                                                                                                                   

 

Ученикот треба да го примени своето 

знаење и разбирање 

Ниво В 

Пример 20:                                     
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                                     Испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата 21 2
1.

3 3
y x x= − + +  

Решение:
 
 

1) fD = ℝ  
 

2)  а) Нули се точките ( ) ( )1,0 ; 3,0A B−        

     б) Пресек со y−оската е точката ( )0,1C  

3) Теме на параболата: 

2

3 1
22

3

b

a
α = − = − =

−
 и 

2

4 4
4 43 9

44 3

3

ac b

a

− −−
β = = =

−
  

max

4
1,
3

T
 
 
 

 

4) Графикот го скицираме со помош на карактеристични точки 

 

 
 

5) 
4
,
3

fV
 = −∞  

 

6)  Правата 1x = e oска на симетрија на параболата  

7) Монотоност                                                                                                                                          

- за ( ),1x∈ −∞   

4

3f −∞ր                              - за ( )1,x∈ ∞   

4

3f −∞ց                                  

8) Знак на функцијата                                                                                                                               

- за ( )1,3x∈ −    ( ) 0f x >                          - за ( ) ( ), 1 3,x∈ −∞ − ∪ ∞    ( ) 0f x <    

Пример 21:                                     
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Дефиницијата на апсолутна вредност 

, 0
, 0 , 0

0 , 0
, 0 , 0

, 0

x x
x x x x

x x
x x x x

x x

>
≥ >  

= = = =  
− < − ≤  − <

може да ја користиме во испитување на тек и конструкција на графици, каде 

променливата е под знакот на апсолутна вредност. 

                     Испитај го текот и скицирај го графикот на функцијата 2 .y x x= −  

Решение: Од 
, 0

, 0

x x
x

x x

≥
= 

− <
имаме 

2

2

2

, 0

, 0

x x x
y x x

x x x

 − ≥
= − = 

+ <

1) fD = ℝ

2) а) Нули се точките ( ) ( ) ( )1,0 ; 1,0 ; 0,0A B C−

б) Пресек со y−оската е точката ( )0,0D

3. Теме на параболата: 1

min

1 1
,
2 4

T
 − − 
 

;  1

min

1 1
,
2 4

T
 − 
 

, а точката ( )0,0D е максимум

4. Графикот го скицираме со помош на карактеристични точки

5) 
1
,
4

fV
 = − ∞ 

6) Правата 0x =  e oска на симетрија на параболата

7) Монотоност   - за
1

,
2

x
 ∈ −∞ − 
 

1

4

f +∞

−
ց ;  - за

1
0,
2

x
 ∈ 
 

0

1

4

f
−

ց ;

 - за 
1
,0
2

x
 ∈ − 
 

0

1

4

f
−

ր  ;    - за
1
,
2

x
 ∈ ∞ 
 

1

4

f ∞

−
ր

8) Знак на функцијата

- за ( ) ( )1,0 0,1x∈ − ∪    ( ) 0f x < - за ( ) ( ), 1 1,x∈ −∞ − ∪ ∞    ( ) 0f x >

Пример 22: 
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                                     Дадено е множеството од функции ( ) 2 6 ; , .f x ax x c a c= + + ∈ℝ
 
Одреди 

ги a и c , така што нула на функцијата f  е 1 6x = , а ( )2,8 fM ∈Γ . 

Решение: Го добиваме системот 
36 36 0

4 12 8

a c

a c

+ + =


+ + =
 т.е. 

36 36

4 4

a c

a c

+ = −


+ = −
, од каде 1, 0.a c= − =  

                                       Дадено е множеството од функции ( ) ( ) ( )21 4 1f x m x m x m= − + − − − , 

да се одреди параметарот m , така што функцијата достигнува минимум за 3.x =            

Решение: За 1 0m− > , имаме 3
2

b

a
− = , т.е. 

( )
( )

4
3 6 6 4 7 10

2 1

m
m m m

m

− −
= ⇒ − = − + ⇒ =

−
, од каде 

10
.

7
m =  

                                       Во множеството од функции 
2 2 5y ax x= − − , одреди го параметарот a , 

така што функцијата достигнува максимална вредност  
max 1.y =            

Решение: За 0a < , имаме 

24 20 4
1 1

4 4

ac b a

a a

− − −
= ⇒ = , од каде 

1
.
6

a = −  

                                       Ако ( ) 21 3 2f x x x+ = − − + , одреди го ( )f x .      

Решение: Нека 1x t+ = ,  т.е.  1x t= − . Тогаш, ( ) ( ) ( )2
1 3 1 2f t t t= − − − +      

                                                                              ( ) 2 2 1 3 3 2f t t t t= − + − + +  

                                                                              ( ) 2 5 6f t t t= − +  

                                                                  Значи, ( ) 2 5 6f x x x= − +  

                                  Одреди ја страната на најмалиот квадрат впишан во квадрат со страна 8.     

Решение: Нека cе бараната страна претставена со скицата, тогаш:   

                                                                                                                                                                                                                                            

 

( )22 2 8c x x= + −                                              
2

minP c=  се добива , ако 4x = α =  

2 2 264 16c x x x= + − +
                                               

2

min 32 64 64 32 ,P cm= − + = а страната 

 
2 22 16 64c x x= − +                                                32 4 2 .c cm= =  

Пример 23:                                     

Пример 24:                                     

Пример 25:                                     

Пример 26:                                     

Пример 27:                                     



198 
 

                                   Реши ја неравенката производ ( )( )2 24 5 2 3 0x x x x− − + − < . 

Согледај го решението: 
 

 Од 
2 4 5 0x x− − =  се добива 1 21, 5x x= − =  и од 

2 2 3 0x x+ − =  се добива 1 23, 1x x= − = .                   

Неравенката производ е еквивалентна на дисјункцијата на системите: 

2

2

4 5 0

2 3 0

x x

x x

 − − >


+ − <
  или  

2

2

4 5 0

2 3 0

x x

x x

 − − <


+ − >
 

         

                          ( )1 3, 1M = − −                                                                ( )2 1,5M =                    

                                                       ( ) ( )1 2 3, 1 1,5 .M M M= ∪ = − − ∪  

 

                                   За кои вредности на x , дропката  
2

2

2 5

2 1

x x

x x

− + −
− −

 е помала од -1? 

Решение: Имаме
2

2

2 5
1

2 1

x x

x x

− + −
< −

− −
, т.е. 

2 2

2

2 5 2 1
0

2 1

x x x x

x x

− + − + − −
<

− −
 

                                                                     
2

2

6
0

2 1

x x

x x

+ −
<

− −
 

2

2

6 0

2 1 0

x x

x x

 + − >


− − <
  или  

2

2

6 0

2 1 0

x x

x x

 + − <


− − >
 

                                                             ( )1
3, 1, 2 .

2
M

 = − − ∪ 
 

 

 

 

-3 -2 -1 1 2 3 4 50
►

x

▲y

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 60
►

x

▲y

Пример 28:                                     

Пример 29:                                     
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                               Во равенката  ( )2 2 2 3 0kx k x k− − + − =  одреди го k , така што 

решенијата да бидат со ист знак. 

Решение: Треба 0q > , т.е. 
3
0

k

k

−
> , односно 

2 3 0k k− > .                                                                  

Од 
2 3 0k k− =  се добива 1 0k = , 2 3k =  

                                

( ) ( ),0 3,k∈ −∞ ∪ ∞  

  За ( ) ( )2
0 2 3 0D k k k> − − − >  

                   4 4 3 0k k− + + >   т.е. 4k <  

Значи, ( ) ( ),0 3, 4 .k∈ −∞ ∪  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 60
►

x

▲y

Пример 30:                                     



200 
 

   

 

  НИВО: АНАЛИЗА, СИНТЕЗА И ВРЕДНУВАЊЕ               

           Докажи дека каноничниот облик на квадратната функција  ( )2y a x= −α +β , каде 

24
,

2 4

b ac b

a a

−
α = − β =  се добива од општиот облик. 

Доказ: ( )
22 2 2

22 2

2 2

4
.

4 4 2 4

b b c b b ac b
y ax bx c a x x a x a x

a a a a a a

  − = + + = + + + − = + + = −α +β   
  

 

 

                                     Трансформирај ја квадратната функција 23 7 4y x x= − + во каноничен   

                              облик. 

Имаме,
 

2 2

2 27 4 7 49 4 49 7 1 7 1
3 3 3 3 .

3 3 3 36 3 36 6 36 6 12
y x x x x x x

 −       = − + = − + + − = − + = − −        
         

                 

           Докажи дека:  

1)Ако 0a > , тогаш функцијата f во точката 
2

b
x

a
= α = − има минимум     

( )
24

4

ac b
f

a

−
β = α =  

2)Ако 0a < , тогаш функцијата f во точката 
2

b
x

a
= α = − има максимум         

     ( )
24

4

ac b
f

a

−
β = α =  

Доказ: Неравенството 

2

0
2

b
x

a

 + ≥ 
 

е исполнето за секое x∈ℝ . 

1) Множејќи со 0a > , добиваме:
 

2

0
2

b
a x

a

 + ≥ 
 

 

2 2 24 4

2 4 4

b ac b ac b
a x

a a a

− − + + ≥ 
   

Значи, ( )
24

4

ac b
f x

a

−
≥ , 

се добива дека 

2

min

4

4

ac b
y

a

−
= β = . 

Од ( )2y a x= −α +β  за x y= α ⇒ =β , 

 т.е.   ( ), .T α β  

 

2) Множејќи со 0a < , добиваме:
 

2

0
2

b
a x

a

 + ≤ 
 

 

2 2 24 4

2 4 4

b ac b ac b
a x

a a a

− − + + ≤ 
   

Значи, ( )
24

4

ac b
f x

a

−
≤ , 

се добива дека 

2

max

4

4

ac b
y

a

−
= β = . 

Од ( )2y a x= −α +β   за x y= α ⇒ =β , 

 т.е.   ( ), .T α β  

 

Ниво Г Ученикот треба да користи логичко следство 

Пример 31:                                     
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                                  Одреди ги екстремните вредности на функцијата: 

                                   а) 
21
4 5

2
y x x= + −                  б) 

23
2

2
y x x= − − −   

Решение:  а) ( )4
4, 4 8

1
2
2

fα = − = − β = − = −
⋅

 

                  б) 
1 1 11
,
3 3 6

f
 α = − β = − = − 
 

 

           Правата  
2

b
x

a
= − е оска на симетрија на параболата ( ) 2 .f x y ax bx c= = + +  

Доказ: 

 
 

Треба да докажеме дека ( ) ( ).f t f tα − = α +  

Користејќи каноничен вид ( )2y a x= −α +β  добиваме:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
.f t a t a t a t a t f tα − = α − − α + β = − + β = + β = α + − α +β = α +  

 

           За квадратната функција ( ) ( )
2

22 4
, ;

2 4

b ac b
f x ax bx c a x

a a

−
= + + = −α +β α = − β =  

множеството вредности е: 

1)
 

( ) [ ),f fV f D= = β ∞ , ако 0a >  

2)
 

( ) ( ],f fV f D= = −∞ β , ако 0a <  

Доказ:  1) Нека [ ),t∈ β ∞ , а тоа значи дека .t ≥ β Треба да докажеме дека постои реален 

број x  така што ( )f x t= , т.е. за секој t ≥ β  корените на равенката 
2ax bx c t+ + = , т.е. 

2 0ax bx c t+ + − =   се реални. 

Пример 32:                                     
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Навистина, за 0a > и t ≥ β , т.е.
 

24

4

ac b
t

a

−
≥  следува 

2 4 4 0b ac at− + ≥ .                                                                              

За дискриминантата на квадратната равенка 
2 0ax bx c t+ + − =  важи: 

( )2 24 4 4 0D b a c t b ac at= − − = − + ≥
 

што значи дека нејзините корени се реални. 

2) Нека ( ],t∈ −∞ β , а тоа значи дека .t ≤ β  Треба да докажеме дека постои реален број x  

т.ш. ( )f x t= , т.е. за секој t ≤ β  корените на равенката 
2ax bx c t+ + = , т.е. 

2 0ax bx c t+ + − =   се реални. 

Навистина, за 0a < и t ≤ β , т.е. 

24

4

ac b
t

a

−
≤ (множиме со , 0a a < ) се добива  

2 4 4 0b ac at− + ≥ . Според ова, за дискриминантата на квадратната равенка 
2 0ax bx c t+ + − =  важи:  

                                                   ( )2 24 4 4 0D b a c t b ac at= − − = − + ≥                                             

 
што значи дека нејзините корени се реални. 

          Ако  0a > , тогаш квадратната функција ( ) ( )22f x ax bx c a x= + + = −α +β   монотоно 

опаѓа во интервалот ( ),−∞ α  и монотоно расте во интервалот ( ), .α ∞  

Доказ: Нека 1 2x x< < α . Со додавање на −α  се добива   1 2 0x x−α < −α <                                                           

Ако помножиме прво со 1 0x −α < , па потоа со 2 0x −α < , добиваме: 

( ) ( )( )2

1 2 1x x x−α > −α −α  и ( )( ) ( )22 1 2x x x−α −α > −α  

т.е. ( ) ( )2 2

1 2x x−α > −α  

За 0a > , добиваме ( ) ( )2 2

1 2a x a x−α > −α , 

т.е. ( ) ( )2 2

1 2a x a x−α +β > −α +β  

т.е. ( ) ( )1 2f x f x> . 

Значи, дека f  монотоно опаѓа во интервалот ( ), .−∞ α  
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Нека 1 2x xα < < . Со додавање на −α  се добива   1 20 x x< −α < −α                                                            

Ако помножиме прво со 10 x< −α , па потоа со 20 x< −α , добиваме: 

( ) ( )( )2

1 2 1x x x−α < −α −α  и ( )( ) ( )22 1 2x x x−α −α < −α  

т.е. ( ) ( )2 2

1 2x x−α < −α  

За 0a > , добиваме ( ) ( )2 2

1 2a x a x−α < −α , 

т.е. ( ) ( )2 2

1 2a x a x−α +β < −α +β  

т.е. ( ) ( )1 2f x f x< . 

Значи, дека f  монотоно расте во интервалот ( ), .α ∞  
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Испитај го текот и скицирај графикот на функцијатa (1-9): 
 

1.  21
2 4

3
y x x= + +               2.  21

3 8
2

y x x= − + +
              

 3. 21 1 15

8 4 8
y x x= − − +             

4. 21
2 2

3
y x x= + +                5. 21

2 3
2

y x x= − − +                 6. 21 2 1
2

3 3 3
y x x= − − −  

7. 2 2y x x= −
                     

8. 2
2y x x= − − +

                     
9. 22 4 6y x x= − +

  
 

10. Дадено е множеството од функции ( ) 2 ; , ,f x ax bx c a b c= + + ∈ℝ . Одреди ги 

коефициентите  ,a bи c , така што ( ) ( ) ( )2 0 , 3 7 , 2 8.f f f= = − − =   

11. Од множеството од функции 
2y x px q= + + , одреди ја функцијата која има вредност   

min 1y = − , за 2.x =  

12. Докажи дека квадратниот трином 
2 ( 0)y ax bx c a= + + >  може да се напише како 

квадрат на бином, ако и само ако 2 4 0.b ac− =  

13. Ако ( ) 2 2f x a x x+ = + + , одреди ( ).f x a−  

14. Во полукруг со дијаметар 10 cm  впишан е трапез на кој подолгата основа е дијаметар, 

така што периметарот на трапезот има максимална вредност. 

15. Одреди ги вредностите на параметарот a , така што збирот на кубовите на решенијата 

на равенката ( )2 26 6 1 5 2 0x a x a a+ − − + =  да биде најголем. 

16. Докажи го тврдењето:                                                                                                                              

Ако 0a < , тогаш квадратната функција ( ) 2f x ax bx c= + + монотоно расте во интервалот

,
2

b

a

 −∞ − 
 

и монотоно опаѓа во интервалот , .
2

b

a

 ∞ 
 

 

17.  Докажи дека равенката ( ) ( )2 2
5 2 3 3 0m x m x+ + + + = нема реални решенија ниту за 

една вредност на параметарот .m  

   ЗАДАЧИ ОД НИВО В И НИВО Г  
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18. Какви услови задоволуваат коефициентите ,a bи c  на неравенката 2 0ax bx c+ + > , 

ако нејзиното решение е 1 2?x− < <  

19. Докажи го тврдењето:                                                                                                                       

Ако ,a bи c  се должини на страни на триаголник, тогаш докажи дека триномот 

( )2 2 2 2 2 2
0b x b c a x c+ + − + > е позитивен за секое .x∈ℝ  

20. Одреди ја дефиниционата област на функцијата ( )
2

2

4 14 12

4 3

x x
f x

x x

− +
=

− +
. 

21. Реши ја неравенката

2

2

3 4
2

1

x x

x x

− −
<

+ +
. 

22. Испитај ги промените на знакот на решенијата на квадратната равенка 

( ) ( )21 2 3 3 0m x m x m− + − + + = , ако .m∈ℝ  
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Задачи со заокружување: 

1. А (5)(    ) Дефинициона област на квадратната функција ( ) 2y f x ax bx c= = + + е: 

А) 
+ℝ                 Б) 

−ℝ                   В) ℝ                   Г) 
− +∪ℝ ℝ           Д) друг одговор     

 2. Б (5)(    ) Темето на квадратната функција ( )22 2 2y x= + + е точката T со координати: 

А) ( )2,2−           Б) ( )2,2−
 
           В) ( )2, 2−            Г) ( )2, 2− −           Д) друг одговор     

3. В (5)(    ) Множеството вредности на функцијата ( ) 2 4 8f x y x x= = − − −  е интервалот: 

А) ( ), 4−∞ −        Б) ( ], 4−∞ −
 
         В) ( ),4−∞           Г) ( ],4−∞            Д) друг одговор     

4. Г (5)(    ) Најмалата вредност на дропката 
2

1

2 7x x− − −
, изнесува: 

А)  
1

7
                 Б) 

1

7
−                  В) 

1

2
                   Г) 

1

2
−                  Д) друг одговор              

Задачи со дополнување: 
5. А (5)(    ) Општиот вид на квадратна функција се запишува со ______________ , а 

каноничниот вид на квадратна функција се запишува со ______________ . 

 

6. Б (5)(    ) Квадратниот трином ( )2 , 0ax bx c a+ + ≠  не менува знак само ако __________ .   

                  

7. В (5)(    ) Дефиниционата област на функцијата 
24y x= −  се добива со решавање на 

неравенката ________  и изнесува ________ .                

8. Г (5)(    ) Ако 1 24 , 6x x= − = се нули на квадратна функција и ако пресекот со y−оската  

е во 1y = − , тогаш функцијата расте монотоно во интервалот ________ .      

Задачи со целосна постапка: 

  9. А (15)(    ) Дадена е квадратната функција ( ) 2 2 3.y f x x x= = − + + Одреди: 

а) коефициенти;     б) координати на темето;     в) каноничен вид. 
 

10. Б (15)(    ) Одреди го множеството решенија на неравенката количник 
2

14
0.

2 1

x

x x

+
≥

− +
                     

11. В (15)(    ) Дадена е квадратната функција 24 8
4.

3 3
y x x= − − +  Одреди: 

а) нули;     б) теме;     в) знак на функцијата. 
 

12. Г (15)(    ) Докажи дека правата  
2

b
x

a
= − е оска на симетрија на параболата со 

користење на обликот ( ) 2 .f x ax bx c= + +  

 

Бодови (Оценка) 0-26   (1) 27-42 (2) 43-60 (3) 61-76 (4) 77-100 (5) 

  ПИСМЕНА РАБОТА  6 

 



ТЕМА 7.  
Плоштина на рамнински 

фигури 
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НИВО: ПОМНЕЊЕ 
 
             
 Квадрат е четириаголник со еднакви страни и еднакви агли. 

 Плоштината на квадрат со страна a  е 
2P a= .        

                           
  

  Плоштината на квадрат со страна 3cma =  е еднаква на   
2 2 23 9cmP a= = =  

            Плоштината на квадрат со дијагонала d  се пресметува со формулата 
2

2

d
P = . 

  Плоштината на квадрат со дијагонала 5cmd = е еднаква на  
2 2

25 25
12,5cm

2 2 2

d
P = = = =  

 Правоаголник е четириаголник со два пара еднакви спротивни 

страни и еднакви агли. Плоштината на правоаголник со страни a  и b  

се пресметува со формулата P ab= . 

 

   Плоштината на правоаголник со страни 7 cma =  и 4cmb = е 

еднаква на 
27 4 28cm .P ab= = ⋅ =  

 
 Паралелограм е четириаголник со два пара паралелни  

страни. Плоштината на паралелограм со страни ,a b и висини  

,a bh h , соодветно,  се пресметува со формулата  
a bP a h b h= ⋅ = ⋅ . 

 
 
   Квадратот е паралелограм со еднакви страни и еднакви  
   агли, правоаголникот е паралелограм со еднакви агли, а ромбот е  
   паралелограм со еднакви страни. 
 

   Плоштината на паралелограмот ABCD  ако 12cma =  и 7 cmah =  

е еднаква на 
212 7 84cmaP a h= ⋅ = ⋅ = . 

 
 Плоштината на паралелограмот може да се пресмета и 
ако се познати должините на страните и аголот меѓу нив, т.е. 

sinP a b α= ⋅ ⋅ .  

 
      Плоштината на паралелограм со страни  

     15cma = , 12cmb =  и 
030α =  е еднаква на  

   
0sin 15 12 sin 30 15 12P a b α= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅

1

2
⋅ 290cm=  

Пример 1: 

Пример 2: 

Пример 3: 

Забелешка 1:          

Пример 4: 

Пример 5: 

Ниво А Ученикот треба да знае дека... 
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 Триаголник е многуаголник со три страни. Плоштината на 
триаголник е еднаква на полупроизводот од една негова страна и 

висината спуштена кон таа страна, т.е. 
2 2 2

c a bch ah bh
P = = = . 

     Плоштината на триаголникот со 7 cmb =  и 4cmbh =  е еднаква на  

      
228

14cm
2 2

bbhP = = =  

    
   Плоштината на рамностран триаголник со страна a  се 

пресметува со формулата 
2 3

4

a
P =  

 
 Плоштината на разностран триаголник за кој се познати должините на страните 

се пресметува со Хероновата формула, т.е. ( )( )( )P s s a s b s c= − − − , каде 

2

a b c
s

+ +
= . ( s  се нарекува полупериметар на триаголникот) 

    Плоштината на триаголникот со страни 5a = , 4b =  и 7c =  е еднаква 

  на  

 ( )( )( ) 8(8 5)(8 4)(8 7) 8 3 4 1 96 4 6P s s a s b s c= − − − = − − − = ⋅ ⋅ ⋅ = = ,  

  каде 
5 4 7

8
2

s
+ +

= =   

 Плоштината на триаголникот може да се пресмета ако се познати неговиот 

полупериметар и радиусот на впишаната кружница со формулата P sr= . 

 
 Плоштината на триаголникот може да се пресмета ако се познати должините на 

неговите страни и радиусот на опишаната кружница R  со формулата 
4

abc
P

R
= . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

   За ABC∆   со страни 4 , 6a cm b cm= =   и 8c cm=  радиусот на 

впишаната кружница е 
( ) ( ) ( )9 9 4 9 6 9 8 15

9 3

P
r cm

s

⋅ − ⋅ − ⋅ −
= = = , а радиусот на 

опишаната кружница е 
192 16 15

4 1512 15

abc
R cm

P
= = =   

 
 Плоштината на триаголникот може да се пресмета ако се 
познати должините на две страни и големината на аголот меѓу нив 

т.е. 
1 1 1

sin sin sin
2 2 2

P ab bc acγ α β= = =  

 

Пример 6: 

Забелешка 2:          

Пример 7: 

Пример 8: 



211 
 

     Плоштината на триаголникот со страни 3dma = , 5dmb =  и агол  

  60γ = �

 е еднаква на 
21 1 1 3 15 3

sin 3 5sin 60 3 5 dm
2 2 2 2 4

P ab γ= = ⋅ = ⋅ =�

. 

 
 Плоштините на слични триаголници се однесуваат како квадратите на нивните 

соодветни страни, т.е. 
2 2 2

2 2 2

1 1 1 1

P a b c

P a b c
= = = . 

 
   Плоштините на два слични триаголници се 15  и 18 , а страната a  

на првиот е 5 , тогаш соодветната страна 1a  на вториот триаголник е    

  

2
2 1
1

25 18
30

15

a P
a

P

⋅
= = = , па 1 30a = . 

 Трапез е четириаголник со еден пар паралелни страни кои се 
нарекуваат основи на трапезот, а растојанието меѓу паралелните страни се 

вика висина на трапезот. Плоштина на трапез со основи ,a b  и висина h  се 

пресметува со формулата 
( )

.
2

a b h
P

+
=  

   Должината на средната линија m  на трапезот со основи a  и b  е 

   еднаква на 
2

a b+
, па плоштината на трапезот се пресметува со 

      формулата .P mh=   

 

   Плоштината на трапез со основи 4a = , 8b =  и висина 10h =  е 

   еднаква на  
8 4

10 60
2

P
+

= = . 

 Плоштината на четириаголник со заемно нормални 

дијагонали 1d  и 2d  се пресметува со формулата 1 2

2

d d
P = . 

 
   Плоштината на четириаголник со заемно  нормални дијагонали 

   
1 12d =  и 

2 7d =  е еднаква на 1 2 12 7
42.

2 2

d d
P

⋅
= = =  

 
   Ромбот и делтоидот се 
   четириаголници со за-
емно нормални дијагонали па нивната пло-

штина се пресметува со формулата 1 2

2

d d
P = . 

 
 
 

Пример 9: 

Пример 10: 

Забелешка 3:          

Пример 11: 

Пример 12: 

Забелешка 3:          
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 Трапезоид е произволен четириаголник кој нема ниту еден пар 
паралелни и еднакви страни. Плоштината на трапезоид со дијагонали 

1d  и 2d  и агол меѓу нив γ  се пресметува со формулата 

1 2

1
sin

2
P d d γ= . 

 

   Плоштината на трапезоид со дијагонали  1 12d =  и 2 7d =  и агол 

меѓу нив 
045γ = е еднаква на

1 2
12 7sin 45 42 21 2

2 2
P = ⋅ = =�

. 

 Правилен многуаголник се нарекува многуаголникот кој има еднакви страни и 
 еднакви агли. Според тоа, квадратот е правилен четириаголник, рамностраниот 
 триаголник е правилен триаголник.  
 
Нека a  е страната на правилен n -аголник, r  е радиусот на 

впишаната а R  на опишаната кружница околу тој многуаголник. 
Тогаш  

180
cosr R

n
=

�

 и 
180

2 tga r
n

=
�

. 

Периметарот на тој многуаголник се пресметува со една од 
формулите (во зависност од дадените елементи) 

L na= , 
180

2 sinL nR
n

=
�

, 
180

2 tgL nr
n

=
�

, 

а неговата плоштина со една од формулите 

1

2
P nar= , 

1

2
P Lr= , 

2 180 180
sin cosP nR

n n
=

� �

, 
2 180

ctg
4

a n
P

n
=

�

, 
2 180

tgP nr
n

=
�

. 

 
   Плоштината на правилен шестаголник со страна  
 

3 cma =  е еднаква на 
( )2

0
2

6

6 3 180 9 3
ctg cm

4 6 2
P = = , а неговиот периметар е 

6 6 3 cm.L =  

 
   Плоштината на правилен десетаголник со радиус на опишаната  
 

кружница 7 cmR =  е еднаква на 
2 0

2

10

10 7 360
sin 144,55 cm

2 10
P

⋅
= ≈ , а неговиот 

периметар е 
0

10

180
2 10 7sin 43, 4cm

10
L = ⋅ ⋅ ≈  

 
   Плоштината на правилен деветаголник со радиус на впишаната 

кружница 2 cmr =  е еднаква на 
0

2
2

9

180
9 2 tg 6,48cm

9
P = ⋅ ⋅ ≈ , а неговиот периметар 

е 
0

9

180
2 9 2 tg 9,14 cm.

9
L = ⋅ ⋅ ≈  

Пример 13: 

Пример 16: 

Пример 14: 

Пример 15: 
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 Должината (периметарот) на кружница со радиус r  се пресметува со 

формулата 2L rπ= , а плоштината на круг со радиус r  се пресметува со формулата 
2 .P r= π  

 

   Периметарот на кружница со радиус 7  е еднаква на   

   2 7 14L π π= ⋅ = , а неговата плоштина е еднаква на 
27 49P π π= =  

 Кружен лак е дел од кружницата зафатен меѓу две нејзини точки. 
Должината на кружниот лак од кружница со радиус r , што одговара  на 

централен агол α  се пресметува со формулата 
0180

r
l

πα
= . 

   Должината на лакот од кружница со радиус 6  и 

 централен агол 45�  е еднаква на  
0

0

6 45 3

180 2
l

π π
= = . 

 Кружен исечок од круг со радиус r  е делот од кругот зафатен меѓу два радиуси. 
Плоштината на кружниот исечок од круг со радиус r , со соодветен централен агол  α  

се пресметува со формулата 
2

0360

r
P

πα
=  или 

2

lr
P = . 

   Плоштината на кружен исечок од круг со радиус 6cm , со 

соодветен централен агол од 45�  е еднаква на 
21 1 3 9

6 cm .
2 2 2 4

P lr= = =
π π

 

 
 Кружен отсечок е делот од кругот ограничен со една тетива. 
Плоштината на кружниот отсечок се пресметува со формулата 

1 ABOP P P∆= − , каде 1P  е плоштината на кружниот исечок од круг со радиус 

r , со соодветен централен агол α .  

 

      Плоштината на кружен отсечок од круг со радиус 6cm , со 

соодветен централен агол 45�  е еднаква на       

   
2 29 1 9 2 9 36 2

sin 5 18 cm
4 2 4 2 4

P r
π π π −

= − 4 = − =�

. 

 Кружен прстен е делот од рамнината ограничен со две 
концентрични кружници. Плоштината на кружниот прстен што  го 

формираат две концентрични кружници со радиуси 1r  на поголемата 

и 2r  на помалата се пресметува со формулата  
2 2

1 2P r rπ π= −  или 

( )2 2

1 2
P r r π= −  

 
   Плоштината на кружен прстен формиран од 

кружници со радиуси 5  и 4  е еднаква на 
2 2(5 4 ) 9P π π= − = . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Пример 18: 

Пример 19: 

Пример 20: 

Пример 21: 

Пример 17: 



214 
 

 
 
                  
      
НИВО: РАЗБИРАЊЕ 
 
 Должините на страната и дијагоналата во квадрат може да се одредат ако е 
позната неговата плоштина или периметар. 
 
   Должините на страната и дијагоналата на квадрат со: 

  а) 
236cmP =  се 36 6cma P= = =  и 2 2 36 6 2 cmd P= = ⋅ =  

  б) 12cmL =  се 
12

3cm
4 4

L
a = = =  и 

2
2 3 2 cm

4

L
d a= = =  

 Ако е позната плоштината на правоаголникот или неговиот периметар и 
должината на една негова страна, тогаш може да се одреди должината на другата 
негова страна и должината на дијагоналата. 
  

       а) Правоаголникот со плоштина 
2108 dm  и страна 120 cma =  има 

друга страна 
108

9
12

P
b dm

a
= = =  и дијагонала 

2 2 2 212 9 225 15 .d a b dm= + = + = =  

 б) Правоаголникот со периметар 246cm  и страна 80cmb =  има друга страна 

246
80 43cm

2 2

L
a b= − = − =  и дијагонала 

2 2 2 280 43 8249 90,8cmd a b= + = + = ≈ . 

 Должините на висините на паралелограмот може да се одредат ако е позната 
неговата плоштина и должините на страните. 
 

   Паралелограмот со плоштина 
256cm  и страни 5, 2cma =  и 

4,8cmb =  има висини 
56 140

10,77cm
5,2 13

a

P
h

a
= = = ≈  и 

56 35
11,7cm.

4,8 3
b

P
h

b
= = = ≈  

 Односот на должините на висините на паралелограмот може да се одреди ако 
е познат неговиот периметар и должината на една од страните. 
 

   Паралелограмот со периметар 124 dm  и страна 12a dm= има 

должина на другата страна 
124

12 50
2 2

L
b a dm= − = − =  и однос на висините 

50 25

12 6

a

b

h b

h a
= = =   

 Аглите во паралелограмот може да се одредат ако се познати должините на 
неговите страни и плоштината.    

   Паралелограм со плоштина 
235 3 cm  и страни 10cm  и 7cm има 

агли 
35 3 3

sin
70 2

P

ab
α = = = , па 60α = �

 и 

180 60 120β = − =� � �

. 

 Аглите во паралелограмот може да се одредат ако 
се познати должините на една негова страна и висината 
спуштена кон другата страна. 
 
 

Пример 22:                                

Пример 23:                                     

Пример 24:                                     

Пример 25:                                     

Пример 26:                                     

Ученикот покажува дека разбира... Ниво Б 
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   Паралелограмот со страна 170cmb =  и висина 100cmah =  има 

агол sin
a

α = ah

a

100
0,58824

170b
= ≈  па 

036 1'48 ''α ≈  и 
0 0 0180 36 1'48 '' 143 58'12 ''β = − =   

 Во триаголникот може да се одредат должините на висините, плоштината, 
периметарот, големината на аглите, радиусите на впишаната и опишаната кружница 
ако се познати должините на неговите страни. 
 

   Триаголникот со страни 21, 17a b= =  и 10c =  има: 

а) 24 3 7 14 7056 84P = ⋅ ⋅ ⋅ = = , каде 24
2

a b c
s

+ +
= =  

б) 
2

8a

P
h

a
= = , 

2 168

17
b

P
h

b
= =  и 

2
16.8c

P
h

c
= = . 

в) 
2 168

sin 0,98824
170

P

bc
α = = ≈ , 

2 168
sin 0,8

210

P

ac
β = = ≈ , па 

0 0
81 12 ', 53 7 '48''α β≈ ≈  и 

( )0 0180 45 40 '12 ''γ α β= − + ≈  

г) 
84 7

24 2

P
r

s
= = =   д) 

85

4 8

abc
R

P
= =   ѓ) 2 48L s= =  

 
 Во триаголникот може да се одредат должините на висините повлечени кон 
соодветните страни, ако се познати должините на две страни и аголот меѓу нив. 
 

        Триаголникот со страни 5, 12a b= =  и агол меѓу нив 
060γ =  има 

висини 

2
2

a

P
h

a
= =

a
⋅

sin

2

b γ

a

0 3
sin 12 sin 60 12 6 3

2
b γ= = ⋅ = ⋅ =  и 

2
2

b

P
h

b
= =

a b
⋅

sin

2

γ

b

0 5 3
sin 5 sin 60

2
a γ= = ⋅ =  

 Во рамнокрак триаголник може да се одреди плоштината, периметарот, 
радиусите на впишаната и опишаната кружница и големината на аглите ако се познати 
должините на основата и кракот. 
 

   Рамнокрак триаголник со основа 10cma =  и крак 13cmb =  има: 

а) 

2

2 2 213 5 12cm
2

a

a
h b

 = − = − = 
 

 

б) 
260cm

2

aahP = =  

в) 
2 120

9,2cm
13

b

P
h

b
= = ≈  

г) 
10

cm
3

P
r

s
= = , каде 

2
18cm

2

a b
s

+
= =  

д) 
2

130 169
cm

4804 4 48

13
b b

ab ab
R

bh h
= = = =    ѓ) 2 36cmL s= =  

Пример 27:                                     

Пример 28:                                     

Пример 29:                                     

Пример 30:                                     
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е) Аголот меѓу страните a  и b  е аголот кој лежи на основата, ќе го означиме со α  и 

2 12
sin

13

P

ab
α = = , па 

067 22 '48 ''α ≈ , од каде аголот при врвот е 

0 0180 2 45 14 '24 ''β α= − ≈  

 Плоштината на рамнокрак трапез, неговата висина и аглите може да се 
пресмета  ако се познати должините на сите негови страни. 
 
   Даден е рамнокрак трапез со основи 

15 cm, 11 cma b= =  и крак 5 cmc = . Одреди ги висината и 

плоштината на трапезот.  

Од цртежот имаме 15 2 11x= + , па 2x = . Сега, од Питагоровата 

теорема добиваме 25 4 21h = − = , па 
(15 11) 21

13 21
2

P
+

= =  

и 
21

sin 0,91652
5

h

c
α = = ≈ , па 

066 25'12 ''α ≈ , а 
0113 34 '48 ''β =  

 Ако се познати страните на трапез, тогаш може да се пресмета должината на 
неговата висина, плоштината и неговите агли. 
 

   Даден е трапез со основи 35 cm, 14cma b= =  и краци 

13 cm, 20 cmc d= = . Одреди ја висината, плоштината и аглите на трапезот. 

Од цртежот имаме 35 14 21cmAN MB+ = − = . Ако ставиме AN x= , тогаш 21MB x= −  

и од Питагоровата теорема за AND∆  и MBC∆  добиваме 
2 2 213h x= −  и 

( )22 220 21h x= − − , соодветно. Според тоа 

 

( )22 2 2

2

13 20 21

169

x x

x

− = − −

− 2400 441 42x x= − + −

42 210

5

x

x

=

=

 

Значи 
2 2 213 5h = −  т.е. 12cmh = . За плоштината на трапезот имаме 

( )
235 14

12 294cm
2

P
+

= ⋅ = , а за аглите имаме 
12 12

sin ,sin
13 20

α β= = , па 
067α ≈ , 

037β ≈ , 
0 0180 143γ β= − =  и 

0 0180 113δ α= − =  

 Плоштината на правоаголен трапез може да се пресмета ако се познати 
должините на основите и големината на остриот агол. 
 

   Плоштината на правоаголен трапез со основи 23cm, 15cma b= =  

и агол 
030β =  е еднаква на 

23 15

2
P h

+
= ⋅ , а висината  

( ) ( ) 0 8 3
tg 23 15 tg 30 cm

3
h a b β= − = − = , па 

2142 3
cm .

3
P =  

 
 Ако се познати дијагоналите на ромб, тогаш може да се одредат плоштината, 
должината на страната на ромбот, неговата висина и аглите. 
 
 
 
 

Пример 31:                                     

Пример 32:                                     

Пример 33:     
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   Ромб со дијагонали 
1 16 cmd =  и 

2 12 cmd =  има  

а) 
21 2 96 cm

2

d d
P = =  

б) 

2 2

1 2 10 cm
2 2

d d
a

   = + =   
   

 

в) 9,6 cm
P

h
a

= =  

г) 
9,6

sin 0,96
10

h

a
α = = =  од каде 

073 44 'α = , а 
0180 106 16 'β α= − =  

 Ако се познати должината на страната и големината на остриот агол на ромбот, 
тогаш може да се одредат неговата плоштина и висина.  
 

   Ромб со страна 15a =  и остар агол 
045α =  има 

а) 
2 225 2
sin

2
P a α= =  

б) 
15 2

sin
2

h a α= =  

 Ако се познати должините на страните на делтоидот и должината на една од 
неговите дијагонали, тогаш може да се одредат неговата плоштина, периметар, 
должината на другата дијагонала и неговите агли.  
 

   Делтоид со страни 4a dm= , 5b dm=  и 
1 7d dm=  (

1d  е оска на 

симетрија на делтоидот) има: 

а) 
22 8 6P P dm∆= ⋅ = , каде P∆  е плоштината на триаголникот со страни ,a b  и 

1d  

пресметана со Хероновата формула 

б) ( )2 18L a b dm= + =  

в) 
2

1

2 16 6

7

P
d dm

d
= =  

г) Ако со α  го означиме аголот меѓу различните страни во делтоидот, 

тогаш од равенството 
sin

2

ab
P

α
∆=  имаме 

078 28'α ≈ . Ако, пак, со β  

го означиме аголот меѓу страните со должина 4a dm= , тогаш од 

правоаголниот триаголник со хипотенуза a  и катета 2

2

d
 имаме 

2

2sin
2

d

a

β
= , па 

0
88 50 'β ≈ . Ако со γ  го означиме аголот меѓу страните со должина 

5b dm= , тогаш ( )0 0360 2 114 14 '.= − + ≈γ α β   

 

   Делтоид со страни 4a dm= , 5b dm=  и 2 7d dm=  ( 2d  не е оска 

на симетрија на делтоидот) има: 

а) 
2 2 2 2

1 4 3,5 5 3,5 5,51d x y dm= + = − + − ≈ , каде x  и y  се деловите од 

дијагоналата определени со рамнокраките триаголници. 

Пример 34:                                     

Пример 35:                                     

Пример 36:                                     

Пример 37:                                     
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б) 
21 2 19,29

2

d d
P dm

⋅
= ≈  

в) ( )2 18L a b dm= + =  

останатите елементи од делтоидот се одредуваат како во пр. 36 
 
   Кружница со радиус 6 е поделена на 8 еднакви делови, а 
кружница со радиус 8 е поделена на 6 дела. Од двете кружници земен е по еден 
исечок. Кој од исечоците има поголема плоштина? 

Нека 

0
2

1 0

360
6

368

360 8
P

π π
= =   и 

0
2

2 0

360
8

646

360 6
P

π π
= = . Јасно 2 1P P>   

   Плоштината на кругот впишан во правилен шестаголник е 100π  .  

   Плоштината на шестаголникот ја одредуваме на следниот начин: 

Од 
2 100r π π=  имаме 10r = , а од 

0
0360

60
6

α = = , па  

0
2

6

60 3
6 10 600 200 3

2 3
P tg= ⋅ ⋅ = ⋅ =  

   Околу правилен шестаголник со плоштина 9,375 3   опишана е 

кружница. Радиусот на кружницата го одредуваме на следниот начин: 

Од равенството 
2 06 360

9,375 3 sin
2 6

R⋅
=   имаме 

2 25

4
R =   т.е. 2,5R =  

   Во кружница е впишан правилен осумаголник, а околу неа е 
опишан правилен шестаголник. Односот од плоштините на многуаголниците го 
одредуваме на следниот начин: 

Од условот на задачата имаме 
2 0

2

8

8 360
sin 2 2

2 8

R
P R

⋅
= =  , а 

0 2
2

6

180 2 3
6

6 3

R
P R tg= = ,  па 8

6

2

3

P

P
=   

    
   Плоштината на кружен прстен е еднаква на една четвртина од 
плоштината на помалиот круг. Односот на радиусите на круговите го одредуваме на 
следниот начин: 

Од условот ( )2 2 21

4
R r rπ π− =   имаме 

2 25

4
R r=   т.е. : 5 : 2R r =   

   Ако должината на лакот AB   е cmπ  и соодветниот централен 

агол е 
015α =  , тогаш периметарот на кружницата ќе го одредиме на следниот начин: 

Од равенството 
0180

r
l

πα
=   се добива 

0 0

2

360 360

r L
l

πα α
= =   т.е. 

0360l
L

α
⋅

=  .  

Значи бараниот периметар е 24L cmπ= . 

 
 
 
  
 
 
 

Пример 38:                

Пример 39:                                     

Пример 40:                                     

Пример 41:                                     

Пример 42:                                     

Пример 43:                           
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1. Плоштината на правоаголник со страни 2 cma =  и 4,5 cmb = е еднаква на 

__________, а неговиот периметар е _____________. 
 

2. Плоштината на паралелограм со страни 12 cma = , 2 3 cmb =  и агол 
045α =  е 

еднаква на _______________ 
 

3. Плоштината на триаголникот со страни 2a = , 3b =  и 4c =  е еднаква на _________ 

 

4. Плоштината на делтоид со дијагонали  
1 15d =  и 

2 12d =  е еднаква на ______ 

 

5. Страните на триаголникот се 13 , 14  и 15 . Определи ги плоштината, радиусот на 

впишаната и радиусот на опишаната кружница. 
 

6. Должината на хипотенузата на правоаголен триаголник е 5,6 cm , а должината на 

една негова катета е 5,6 cm . Пресметај го периметарот на тој триаголник. 

 

7. Висината на рамнокрак триаголник спуштена кон основата е 8 cm , а кракот е 10 cm . 

Пресметај ја плоштината на тој триаголник 
 

8. Во квадрат со страна 8  впишан е друг квадрат чии темиња се средини на страните 

на првиот. Пресметај ја плоштината на впишаниот квадрат.  
 

9. Ако страната на квадрат со плоштина 
264 cm  се зголеми за 2 cm  за колку ќе се 

зголеми неговата плоштина? 
 

10. Дадена е висината h  на ромбот со остар агол од 
060 . Пресметај ја плоштината на 

ромбот. 
 

11. Страните на паралелограмот се 25  и 6 , а една негова дијагонала е 29 . Пресметај 

ја плоштината на паралелограмот. 
 

12. Во круг со радиус 25 cm  впишан е рамнокрак трапез со основи 48cm  и 30cm  така 

што центарот на кругот е во внатрешноста на трапезот. Пресметај ја плоштината на 
трапезот. 
 

13. Во круг со радиус 12,5  впишан е делтоид со една страна 15 . Пресметај ја 

плоштината на делтоидот. 
 

14. Дијагоналите на ромбот се 2  и 2 3 . Одреди го неговиот периметар. 

 

15. Аголот меѓу две тетиви AB  и AC  е 
060 . Одреди ја должината на лакот BC  ако 

радиусот на кружницата е 6r cm= . 

 

   ЗАДАЧИ ОД НИВО А И НИВО Б: 
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16. Одреди ја плоштината на кружен прстен ограничен со кружници со периметар 8π   

и 20π . 

 
17. Во кружница е впишан правилен осумаголник, а околу неа е опишан квадрат. 
Одреди го односот од плоштините на многуаголниците.  
 

18.Плоштината на кругот впишан во правилен шестаголник е 9π . Одреди ја 

плоштината на шестаголникот.  
 

19. Околу правилен шестаголник со плоштина 6 3  опишана е кружница. Одреди го 

радиусот на кружницата.  
 

20. Пресметај ја плоштината на делтоид со страни 8  и 10  и агол меѓу нив 60� . 
 

21. Една дијагонала во делтоидот е 7 , а неговата плоштина е 45 . Најди ја другата 

дијагонала. 
 

22. Пресметај ги периметарот и плоштината на правилен седумаголник, ако 3a =  и 

6r = . 

 

23. Пресметај ги периметарот и плоштината на правилен шестаголник, ако 6R = . 
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  НИВО: ПРИМЕНА                
 
 
   Две страни на паралелограмот се однесуваат како 3: 4 , а 
   неговиот периметар е 28 . Одреди ги должините на страни-
те на паралелограмот. 
Решение. : 3: 4a b k= = , каде k  е коефициент на пропорционалноста, па 

3 , 4a k b k= =  и од ( )28 2L a b= = +  имаме 14a b+ =  т.е. 

7 14k = , па 2k = . Значи 6, 8a b= =  

   Од произволна точка A  што лежи  
   на кружница повлечени се две 
тетиви со должина 9cm  и 17cm . Одреди го радиусот на 
кружницата, ако растојанието меѓу средините на 
тетивите е 5cm . 

Решение. Да ги означиме тетивите 9cmAB =  и 

17cmAC =  и нивните средишни точки со M  и N , 
соодветно. Отсечката MN  е средна линија во 

триаголникот ABC , па 
2

BC
MN =  т.е. 10cmBC = . Со помош на Хероновата 

формула 236cmABCP∆ = , па 
9 10 17 85

cm
4 4 36 8

abc
R

P

⋅ ⋅
= = =

⋅
 

 
   Одреди ја плоштината на ромбот ABCD , ако радиусите на 
на кружниците опишани околу триаголниците ABC  и ABD  се R  и r , 
соодветно. 

Решение. Ако страната на ромбот ја означиме со AB AD a= = , а дијагоналите 

со 1AC d=  и 2BD d= , тогаш важат равенствата 
2

1

4 ABC

a d
R

P∆

=  и 
2

2

4 ABD

a d
r

P∆

= . Ако со 

P  ја означиме плоштината на ромбот, тогаш 
1

2
ABCP P∆ =  и 

1

2
ABDP P∆ = , па 

2

1

2

a d
R

P
=  и 

2

2

2

a d
r

P
=  од каде се добива дека 

1 2

2PR
d

a
=  и 

2 2

2 P r
d

a
= . Со замена 

на последните две равенства во 1 2

2

d d
P =  се добива: 

2

4

4

2

P Rr
P

a
=  , односно 

4 2a PRr=  т.е. 2 2a PRr= , па 
1

2 2

2

PR PR
d

rPRr
= =  и 2

2Pr
d

R
= . Со замена на 

последните две равенства во 2 2 2

1 2 4d d a+ =  имаме 2 4 2
PR Pr

PRr
r R

 + = 
 

, од 

каде со степенување се добива 
2

2 8
R r

P PRr
r R

 + = 
 

 т.е. 
2

8Rr
P

R r

r R

=
 + 
 

 

 
 

Ученикот треба да го примени го своето 
знаење и разбирање 

Ниво В 

Пример 44 :                                     

Пример 45:                                     

Пример 46:                                     
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   Дијагоналите на трапезот ABCD  
се симетрали на аглите кои лежат на поголемата 
основа. Одреди ја должината на страните на трапезот 
ако неговиот периметар е 36cmL = , а средната линија 
е 12cmm = . 
Решение. Бидејќи AC  е симетрала на BAD∡  следува 
дека BAC CAD=∡ ∡ . Од тоа што ||AB CD  следува 

дека DCA CAD=∡ ∡ , па ACD∆  е рамнокрак т.е. AD CD= . Слично, BD  е 
симетрала на CBA∡ , па CBD DBA=∡ ∡ , а од паралелноста на AB  и CD  

следува дека CBD CDB=∡ ∡ , па DBC∆  е рамнокрак т.е. CD BC= . Ако ги 

означиме основите на трапезот AB a=  и CD b= , тогаш 3 36cmL a b= + =  и 

12cm
2

a b
m

+
= = . Значи 36 2 12 2b= ⋅ +  т.е. 6cmb =  и 18cma = . 

 
             Во рамнокрак трапез ABCD  поголемата основа 3,7a dm= , 

кракот 1,5c dm=  и аголот меѓу нив 060α = . Одреди ја должината на средната 

линија на трапезот. 
Решение. Да го разгледаме правоаголниот триаголник AED , каде E  е 
подножјето на висината спуштена од темето D . Од тоа што 060EAD α= =∡  

имаме дека 030ADE =∡ , па 0,75
2

c
AE dm= = . Бидејќи трапезот е рамнокрак, 

имаме 2a b AE= + ⋅  т.е. 2, 2b dm= , па 
3,7 2, 2

2,95
2 2

a b
m dm

+ +
= = =  

   Пресметај го периметарот на правоаголник, ако неговите 

страни се однесуваат како 3: 7  а неговата плоштина е 2756 cm . 
Решение. Заради : 3: 7a b =  имаме дека 3a k=  и 7b k= , каде k  е коефициент 

на пропорционалноста. Тогаш 756ab = , односно 3 7 756k k⋅ = , па 2 36k = . 
Следува 6k =  или 6k = − . Случајот 6k = −  се отфрла затоа што 3 0a k= > . 
Значи, 6k = , па 18cma =  и 42cmb =  и 2(18 42) 120cmL = + = . 

 
   Пресметај ги периметарот и плоштината на 
правоаголникот ако една негова страна е 1dm  а другата е за 2cm  помала од 
дијагоналата. 
Решение. Нека 10cma =  и 2b d+ = . Од Питагоровата теорема имаме 

2 2 2( 2)a d d+ − =  и оттука 4 100 4d = + , па 26cmd = . Значи, 24cmb = , па 

периметарот е 2(10 24) 68cmL = + =  а плоштината е 
210 24 240cmP = ⋅ = . 

 
   Во еден правоаголник пресекот на 
дијагоналите е за 4cm  поблиску до поголемата отколку 
до помалата страна. Пресметај ја плоштината на 
правоаголникот, ако неговиот периметар е 56cm . 

Решение. Нека a b> . Тогаш 4
2 2

a b
= + , т.е. 8a b= + . 

Уште важи 2 2 56a b+ = , т.е. 28a b+ = . Отука добиваме 
8 2 28b+ = , па 10cmb = .Значи 18cma = , па плоштината 

е 2180cmP = . 

Пример 47:                                     

Пример 48:                                     

Пример 49 :                                     

Пример 50:                                     

Пример 51:                                     
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   Пресметaj ја плоштината на 
правоаголник впишан во кружница со радиус 12,5cm  

ако едната страна му е 7cm . 
Решение. Дијагоналата на правоаголникот е 

2 25cmd r= = . Нека 7cmb = . Тогаш  
2 2 2 225 7 24cma d b= − = − = ,  

па плоштината е 224 7 168cmP ab= = ⋅ = . 
 
   Пресметај ја плоштината на ромб со 
страна 1dm  и една дијагонала 12cm . 
Решение. Нека 2 12cmd = . Од правоаголниот триаголник 

ABS  добиваме дека 
22

2112
10

2 2

d   + =   
   

 па 1 16cmd = . 

Плоштината е 21 2 96cm
2

d d
P = = . 

   Висината на ромбот е 48cm  а 
поголемата   дијагонала 8dm . Пресметај го 
периметарот на ромбот. 
Решение. Значи 48cmh = , 

1 80cmd =  и нека a  е 

страната на ромбот. Бидејќи 1 2

2

d d
P ah= =  добиваме 

280
48

2

d
a = , т.е. 

2

5

6
a d= . Со S  да ја означиме пресечната точка на 

дијагоналите на ромбот. Од правоаголниот триаголник ABS  добиваме дека 
2 2

21 2

2 2

d d
a

   + =   
   

, т.е. 2 2 2

1 2 4d d a+ = . Оттука добиваме 2 2 2

2 2

25
80 4

36
d d+ = , т.е. 

2 2

2

16
80

9
d = , па 2 60cmd = . Според тоа 

5
60 50cm

6
a = = , па периметарот е 

4 200cmL a= = . 

   Пресметај ја плоштината на ромб со помала дијагонала 
6cm  и радиус на впишаната кружница 24 mm . 
Решение. Бидејќи дијагоналите се и симетрали 
на аглите во ромбот следува дека центарот на 
впишаната кружница е во пресекот на 
дијагоналите. Според тоа 2 4,8cmh r= = .   

 За плоштината имаме 1 2

2

d d
P ah= = , т.е. 

16
4,8

2

d
a =  и оттука добиваме дека 

1
1,6d a= . 

Од правоаголниот триаголник ABS  добиваме дека 
2 2

21 2

2 2

d d
a

   + =   
   

, т.е. 

2 2 2

1 2 4d d a+ = , па следува дека 2 2 2(1,6 ) 6 4a a+ = , па 5cma = .  

Значи, плоштината е 24,8 5 24cmP ah= = ⋅ = . 

Пример 52:                                     

Пример 53:                                     

Пример 54:                                     

Пример 55:                                     



224 

   Периметарот на рамнокрак триаголник е 64cm  а  
   разликата на  кракот и основата е 11cm . Пресметај ја 
плоштината на триаголникот.  
Решение. Нека a  е основата а b  кракот на траиголникот. Тогаш имаме 

2 64a b+ =  и 11b a− = . Со собирање на овие равенства добиваме 3 75b = , па 
25cmb = . оттука следува дека 14cma = .  

 Од Питагоровата теорема за висината добиваме  
2

2 625 49 24cm
2

a
h b

 = − = − = 
 

, 

па плоштината е 2168cm
2

ah
P = = . 

   Пресметај ја плоштината на триаголникот ако 73dma = ,  
   52dmb =  и 48dmch = . 

Решение. Од Питагоровата теорема за 1C BC∆  и 

1AC C∆  добиваме  

2 2

1 55dmcC B a h= − =  и 2 2

1 20dmcAC b h= − =  

па следува дека 75dmc = . Сега, плоштината е 

275 48
1800dm

2
P

⋅
= = . 

   Пресметај ја плоштината на триаголник  
   ако две негови страни имаат должини 27cm  и 29cm  а 
тежишната линија кон третата страна има должина 26cm . 

Решение. Нека 29cma = , 27cmb =  и 1 26cmct CC= = . 

Нека D  е точка колинеарна со C  и 1C  таква што 

2 cCD t= . Тогаш 1 1AC C BC D∆ ≅  и 1 1AC D BC C∆ ≅ ∆  

(бидејќи 
1 1

2

c
AC C B= = , 1 1 cCC C D t= =  и 

1 1AC C DC B=∢ ∢ ), па четириаголникот ADBC  е 

паралелограм. Затоа бараната плоштина е  
2

( )( )( 2 )
2 2

ADBC ADC
ABC ADC c

P P
P P s s a s b s t∆

∆ ∆= = = = − − −  

каде 
2

54cm
2

ca b t
s

+ +
= = . 

Сега, 254 27 25 2 270cmABCP∆ = ⋅ ⋅ ⋅ = . 

   Нека S  е центарот на 
   впишаната кружницa во 
траиголникот ABC  и нека 236cmABSP∆ = , 

240 cmCASP∆ =  и 268cmBCSP∆ = . Пресметај ги 

страните на триаголникот. 

Решение. Бидејќи 36
2

ABS

cr
P∆ = = , 40

2
CAS

br
P∆ = =  и 68

2
BCS

ar
P∆ = =  добиваме 

72cr = , 80br =  и 136ar =  и оттука : : 136 :80 : 72 17 :10 : 9a b c = = . Значи, 
17a k= , 10b k=  и 9c k= , и притоа 0k >  е коефициент на пропорционалност. 
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Ако s  е полупериметарот на триаголникот, тогаш 18
2

a b c
s k

+ +
= = . 

Плоштината на триаголникот е 2144 cm , па од Хероновата формула добиваме 

144 18 9 8k k k k= ⋅ ⋅ ⋅ , т.е. 2144 36k= . Оттука 2k = . Сега, страните се 34cma = , 
20cmb =  и 18cmc = . 

   Страните на еден триаголник се  
   13cm , 14cm  и 15cm . Одреди го 
радиусот на кружницата со центар на средната по 
големина страна која ги допира другите две страни. 
Решение. Нека 15cma = , 14cmb =  и 13cmc = . 
Плоштината на триаголникот е  

2( )( )( ) 21 6 7 8 84cmP s s a s b s c= − − − = ⋅ ⋅ ⋅ = .  

Нека S  е центарот на таа кружница и r  е нејзиниот радиус. Тогаш 

2 2
ABS SBC

cr ar
P P P∆ ∆= + = + , т.е. 84 14r= . 

Следува дека 6cmr = . 
   Пресметај ја   
   плоштината на трапез 
со основи 20cm  и 11cm  и краци 17cm  и 
10cm . 

Решение. Нека E  е точка од страната AB  таква што EB b= . Тогаш EBCD  е 

паралелограм и DE d= . Следува дека 9cmAE a b= − = .  
Сега можеме да ја пресметаме висината на трапезот (таа е и висина во 
триаголникот AED ).  

Имаме 
9 17 10

18
2

s
+ +

= = , па 218(18 9)(18 17)(18 10) 36cmAEDP∆ = − − − = . 

Следува ( ) 36h a b− = , т.е. 9 36h = , па 4cmh = . Плоштината на трапезот е  

2( ) 31 4
62cm

2 2

a b h
P

+ ⋅
= = = . 

   Пресметај ја пло-
штината на трапез со основи 19cm  и 
2cm  и дијагонали 17cm  и 10cm . 
Решение. Нека E  е точка од 
продолжението на AB  (од страната на 

B ) така што BE b= . Тогаш BECD  е 

паралелограм па 2CE d= . Притоа, плоштината на трапезот е еднаква на 

плоштината на триаголникот AEC , т.е. 
( )

2
ABCD

a b h
P

+
= , а триаголникот AEC  

има страна a b+  и висина соодветна на неа h . Ги знаеме сите страни на 
AEC∆ , а тоа се a b+ , 1d  и 2d  па неговата плоштина може да ја пресметаме од 

Хероновата формула. Имаме 
21 17 10

24
2

s
+ +

= = , па  

224 3 7 14 84cmABCD AECP P∆= = ⋅ ⋅ ⋅ = . 

 
 

Пример 60:                                     

Пример 61:                                     

Пример 62:                                     



226 

     Пресметај ја плоштината 
на трапез со дијагонали 13  и 15  и 
висина 12 .  
Решение. Нека 1 13d =  и 2 15d = . Исто 

како во претходната задача го 
формираме триаголникот AEC . Знаеме 
две страни на тој триаголник и висината соодветна на третата. Триаголниците 

AFC  и CFE  се правоаголни, па имаме 2 2

1 5AF d h= − =  и 2 2

2 9FE d h= − = . 

Спред тоа 14a b+ = . За плоштината добиваме 

21 8 6 7 84ABCD AECP P∆= = ⋅ ⋅ ⋅ = . 

 
   Пресметај го периметарот на 
рамнокрак трапез со основи a  и b  и крак c  ако 

: : 10 : 4 : 5a b c =  а неговата плоштина е 2112 cm . 
Решение. Од : : 10 : 4 :5a b c =  добиваме дека постои 0k >  така што 10a k= , 

4b k=  и 5c k= . Тогаш 3
2

a b
x k

−
= = . Од правоаголниот триаголник AED  

добиваме 2 2 4h c x k= − = , па заменувајќи во плоштината добиваме 

14 4
112

2

k k⋅
=  и оттука 2k = .  

Сега 20cma = , 8cmb =  и 10cmc = , па периметарот е 20 8 2 10 48cmL = + + ⋅ = . 
 

   Во рамнокрак трапез со   
                                 основи 8cm  е впишана круж-
ница. Пресметај ја плоштината на трапезот.  
Решение. Бидејќи трапезот е тангентен важи 

2a b c+ = , па следува дека 13cmc = .  

 Сега, 5cm
2

a b
x

−
= =  и 2 2 12cmh c x= − = ,  

па плоштината на трапезот е 2( )
169cm

2

a b h
P

+
= = . 

   Пресметај ја плоштината на 
рамнокрак трапез со дијагонала 5  ако таа со 

поголемата основа зафаќа агол од 45� . 
Решение. Да го формираме триаголникот AEC  

така што ||CE DB  и BE b= . Јасно, тој е 

рамнокрак, па 45 CAB AEC= =�
∢ ∢ . Следува дека 90ACE = �

∢ . Според тоа, 
AEC∆  е рамнокрак правоаголен со прав агол во C . Сега имаме 

2 25

2 2
ABCD AEC

d
P P∆= = = . 

   Пресметај ја плоштината на 
рамнокрак трапез со основи 39  и 15  ако неговите 
дијагонали се нормални на краците. 
Решение. Триаголникот ABD  е правоаголен, па 

важи 2h AE EB= ⋅ . 
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Имаме 12
2

a b
AE

−
= =  и 12 27EB a= − = , па следува дека 2 12 27 324h = ⋅ =  и 

оттука 18h = . Сега, плоштината е 486
2

a b
P h

+
= = . 

 
   Во делтоид со страни 4  и 5  е 
впишана кружница со радиус 2 . Пресметај ја 
плоштината на делтоидот.  
Решение. Нека 5a = , 4b = , 2r =  и нека O  е центарот 
на впишаната кружница во делтоидот. Тогаш бараната 
плоштина е  

(2 2 ) ( ) 18
2

ABO BCO CDO DAO

r
P P P P P a b r a b∆ ∆ ∆ ∆= + + + = + = + =

. 
   Одреди го периметарот на делтоидот со една страна 13  
една дијагонала 24  и плоштина 480 . 

Решение. Заради 1 2

2

d d
P =  може да се најде другата 

дијагонала. 

Нека 13AD = , 24AC = . Тогаш 40BD =  и 

12
2

AC
AO = = . Ако 13AD = , тогаш 2 213 12 5DO = − = , 

па 35BO = . Сега, 
2 2

37AB AO BO= + = . 
 Периметарот е 13 13 37 37 100L = + + + = . 
 

Сега, нека 13AD =  и 24DB = . Тогаш 40AC = , па 

20AO = , што не е можно бидејќи катетата во правоаголен триаголник не може 
да биде поголема од хипотенузата.  
Аналогно се постапува и во останатите случаи. 
 
   Даден е триаголник ABC  со страни ,a b  и c . Одреди ја 

должината на висината ch . 

Решение. 1 случај) ABC∆  е остроаголен. Тогаш точката D , подножјето на 

висината ch  лежи на страната AB . Да означиме AD x= , BD c x= − , BC a= , 

AC b=  и cCD h= . Триаголниците ADC  и DBC  се правоаголни, па според 

Питагоровата теорема имаме 2 2 2

ch b x= −  и ( )22 2

ch a c x= − −  т.е. 

( )22 2 2b x a c x− = − −  од каде со средување се добива 
2 2 2

2

b c a
x

c

+ −
= . Значи 

2
2 2 2

2

2
c

b c a
h b

c

 + −
= − 

 
 

2 случај) ABC∆  е тапоаголен, со тап агол во темето B . Тогаш точката D , 
подножјето на висината ch  лежи на продолжението на страната AB .  Да 

означиме  AD c x= + , BD x= , BC a= , AC b=  и cCD h= . Триаголниците ADC  

и BDC  се правоаголни, па според Питагоровата теорема имаме 
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( )22 2

ch b c x= − +  и 2 2 2

ch a x= −  т.е. ( )22 2 2b c x a x− + = −  од каде се добива 

2 2 2

2

b c a
x

c

− −
= . Значи 

2 2
2 2 2 2 2 2

2 2

2 2
c

b c a b c a
h b c b

c c

   − − + −
= − + = −   

   
. 

Конечно, може да заклучиме дека изразот за висината не зависи од видот на 
триаголникот. 
    

   Одреди го радиусот на опишаната кружница R  околу 
рамнокракиот триаголник ABC  со основа a  и крак b . 
Решение. 1 случај) Центарот на кружницата лежи на висината CD  на 

триаголникот ABC . Да означиме AB a= , AC b= , AO R= . Тогаш 
2

a
AD =  и 

ADC∆  и ADO∆  се правоаголни, па од Питагоровата теорема имаме 
2

2
2

2

a
CD b

 = −  
 

 и 
2

2
2

2

a
R OD

 = + 
 

. Бидејќи OD CD CO CD R= − = −  имаме 

2 2 2

2 2 2 22
2 2 2

a a a
R b R b R

     = + − − − +     
     

 т.е. 
2

2 22 0
2

a
b R b

 − − = 
 

 од каде 

2

2

22
2

b
R

a
b

=
 −  
 

. 

2 случај) Центарот на кружницата лежи на продолжението на висината CD  на 

триаголникот ABC . Да означиме AB a= , AC b= , AO R= . Тогаш 
2

a
AD =  и 

ADC∆  и ADO∆  се правоаголни, па од питагоровата теорема имаме 
2

2
2

2

a
CD b

 = −  
 

 и 
2

2
2

2

a
R OD

 = + 
 

. Бидејќи OD CO CD R CD= − = −  имаме 

2 2 2

2 2 2 22
2 2 2

a a a
R R R b b

     = + − − + −     
     

 т.е. 
2

2 22 0
2

a
b R b

 − − = 
 

 од каде 

2

2

2
2

2

b
R

a
b

=
 −  
 

. Конечно изразот за радиусот на опишаната кружница не 

зависи од видот на триаголникот. 

3 случај) Ако центарот на кружницата лежи на основата AB , тогаш 
2

a
R = . 

Да забележиме дека радиусот на опишаната кружница може да се одреди и со 

помош на формулата 
2

4

ab
R

P
= , каде за одредување на 

P  се користи Хероновата формула. 
 
   Одреди ја должината на најдолгата 
дијагонала на правилен триесетаголник со страна 

6a cm= . 
Решение. Карактеристичниот триаголник на правилен 
триесетаголник со страна 6a cm=  е ABO∆   за кој 
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0
0360

12
30

AOB = =∡  и 6AB cm= . Најдолгата дијагонала на правилен 

триесетаголник има должина еднаква на дијаметарот на опишаната кружница 

на многуаголникот т.е. 
0 0

22 2 2 57, 4
12 sin 6

sin
2

AB
AB

d R AO cm= = = ⋅ = ≈   

 
    Во ромб е впишана кружница со радиус r . Изрази ја 
должината на страната на ромбот преку радиусот, ако е познато дека таа е 
шест пати помала од збирот на дијагоналите. 

Решение. Познато е дека 
2 2

21 2

2 2

d d
a

   + =   
   

, од 

каде 2 2 2

1 2 4d d a+ = . Бидејќи во ромбот е впишана 

кружница со радиус r  имаме 2h r= , па за 
плоштината на ромбот важи равенството 

1 2 2
2

d d
a r

⋅
= ⋅ , од каде се добива дека  1 2 4d d ar⋅ =

. Од условот на задачата имаме 1 26a d d= + . Со квадрирање на ова равенство 

и со замена на 
1 2 4d d ar⋅ =  се добива 24 0a ar− = , од каде ( )4 0a a r− = . Значи 

може 0a = , што не е можно затоа што a  е должина на страната на ромб, па 

мора 
4

r
a = . 

    
   Во рамнокрак трапез со остар 
агол 045α = , помалата основа е 12cm , а висината 
3cm . Пресметај ја плоштината на трапезот. 
Решение. Според цртежот AED∆   е рамнокрак 

правоаголен, па 3AE cm= , односно должината на 

поголемата основа е 2 3 12 18a cm= ⋅ + = , па 
( ) 2
18 12 3

45
2

P cm
+ ⋅

= =   

   Пресметај ја плоштината на 
рамнокрак трапез со основи 20cm  и 12cm  чии 
дијагонали се заемно нормални. 
Решение. 1 начин) Да го означиме пресекот на 
дијагоналите со S . Тогаш ABS∆  е рамнокрак 

правоаголен со висина SM x= , па од Евклидовите 

теореми следува 2x AM MB= ⋅   т.е. 10x cm= . Аналогно од CDS∆  следува 

дека 6y SN cm= = . Конечно 16h x y cm= + = , па 
( ) 2
20 12 16

256
2

P cm
+ ⋅

= =   

2 начин) Ако низ точката C   повлечеме 
права паралелна со BD   до пресекот со 
продолжението на AB  во точка E , тогаш 
BECD   е паралелограм, а AEC∆  е 
рамнокрак правоаголен со хипотенуза 

32AE cm= , па од Евклидовите теореми  
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2

2 32

2
h

 =  
 

  т.е. 16h cm= . Конечно за плоштината на трапезот имаме 

( ) 2
20 12 16

256
2

P cm
+ ⋅

= =   

 
   Во квадрат со страна a   впишан е друг квадрат чии 
темиња ја делат страната на првиот квадрат во однос 2 :3 . 
Одреди го односот на плоштините на квадратите. 
Решение. Нека во квадратот ABCD   е впишан квадратот 

MNPQ   и според условот на задачата : 2 :3AM MB k= = . 

Тогаш 2AM k= , 3MB k= , па 5AB a k= =  и 

( ) ( )2 2 2

1
3 2 13MN a k k k= = + = . За односот на плоштините 

имаме 
2 2

2 2

1 1

25 25

13 13

P a k

P a k
= = =   

 
   Одреди ги периметарот и плоштината на трапезот со 

висина 12cm  ако неговите основи се однесуваат како 16 : 6  и 
4

3
tgα = , 

3

4
tgβ = , 

каде α  и β  се острите агли во трапезот. 

Решение. Да ги означиме со x  и y  деловите од AE  на кои ги дели подножјето 

на  висината h  во AED∆ ( ||DE BC ). Тогаш од 
h

tg
x

α =   имаме дека 9x cm= . 

Слично 16y cm= . Од условот на задачата иаме дека 

: 16 : 6a b k= = , од каде 16 , 6a k b k= = . Бидејќи 

a b x y= + + , имаме 
5

2
k = , па 40 , 15a cm b cm= = . 

Плоштината на трапезот е 2330P cm= . Останува да 
ги најдеме должините на краците на трапезот. Со примена на Питагоровата 

теорема имаме 2 212 9 15AD cm= + =   и 2 212 16 20DE cm= + = . Конечно 
периметарот на трапезот е 90L cm=   
 
   Пресметај ја плоштината на трапезот со основи 8a cm= , 

2b cm=   и краци 8c cm=   и 10d cm= .  
Решение. Ако во внатрешноста на 
трапезот нацртаме триаголник со една 
страна паралелна со еден од краците на 
трапезот ќе добиеме триаголник со страни 
8 ,6cm cm  и 10cm  кои образуваат питагори-
на тројка броеви, па според тоа 
триаголникот е правоаголен со висина 8h c cm= = . Плоштината на трапезот е 

( ) 2
8 2 8

40
2

P cm
+ ⋅

= = . 
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    Даден е правоаголник ABCD   со страни 8cm   и 6cm . Со 
дијагоналата AC   поделен е на два триаголници во кои се впишани кружници. 
Одреди го растојанието меѓу центрите на кружниците. 
Решение. Од Питагоровата теорема имаме 

2 28 6 10AC cm= + = , па од равенството P rs=  за 
радиусот на впишаните кружници имаме 2r cm= . 
Четириаголникот NMQP   е правоаголен трапез, каде 

P   и Q   се центрите на впишаните кружници, а N   и 

M  се нивните подножја на страната AB   од 

правоаголникот, соодветно. Според тоа 2 24 2 2 5PQ cm= + = . 
 
   Во ромб со дијагонали 30cm   и 40cm   впишана е кружница 
која ја дели страната на ромбот на два дела. Одреди ја должината на 
поголемиот дел. 

Решение. Јасно е дека 
2 2

2 30 40

2 2
a

   = +   
   

  т.е. 25a cm= . 

Од равенствата 2h r=   и 1 2

2

d d
ah =   имаме дека 

1 2 12
4

d d
r cm

a
= = . Бидејќи ABO∆   е правоаголен, од Евклидовите теореми имаме 

2r xy= , каде x   и y   се деловите од страната на ромбот добиени од 

допирната точка на впишаната кружница. Поголемиот дел од страната ќе го 

добиеме како решение на системот 
2

2525

144 25 144 0

y xx y

xy x x

= −+ = 
⇔ 

= − + = 
.  

Имаме 
1

16x cm= , 
2

9x cm=   и соодветно 
1

9y cm= , 
2

16y cm= . Јасно поголемиот 

дел е долг 16cm . 
 

   Тетивите 6AB cm=   и 8AC cm=   се 
заемно нормални. Одреди ја плоштината на кругот. 
Решение. Бидејќи ABC∆   е правоаголен, кружницата е 
опишана за него и нејзиниот центар лежи на средината на 
хипотенузата BC .  Од Питагоровата теорема имаме дека 

2 26 8 10BC cm= + = , па радиусот на кружницата е 

5r cm= , а бараната плоштина е 225P cmπ= . 
 
   Над катетите на правоаголен триаголник конструирани се 

рамнострани триаголници со плоштини 264 3cm   и 236 3cm . Одреди ја 
плоштината на опишаната кружница за триаголникот. 
Решение. Катетите на триаголникот се 12cm   и 16cm , па хипотенузата е 20cm . 

Јасно радиусот на опишаната кружница е 10
2

c
R cm= = , па бараната плоштина 

е 2100P cmπ= . 
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   Пресметај ја плоштината 
на исенчената фигура ако ABCD   е квадрат 
со дијагонала 4cm , BC   е дијаметар на круг и 
E   е произволна точка од страната AD .  
Решение. Плоштината на исенчената фигура 
е збир од плоштините на половина круг со 

радиус 

4

2
2

2 2

BC
r cm= = =  и триаголник со 

основа 2 2a =  и висина 2 2h AB cm= = . Според тоа плоштината на фигурата 

е ( ) ( ) ( )
2 2

21 1
2 2 2 4

2 2
P cmπ π= + = + . 

 
   Од полукруг со радиус 10R cm= , отсечени се два 
полукруга со радиуси 1 3r cm=   и 2 7r cm=  чии центри лежат на дијаметарот на 

полукругот и се допираат меѓу себе. Одреди ја плоштината  на остатокот. 
Решение. (остатокот се вика ARBELOS што во превод значи 
чевларски нож) 
Според цртежот, имаме 1 2r r R+ = , па со квадрирање на ова 

равенство се добива 2 2 2

1 1 2 22r r r r R+ + = . Плоштината на 

остатокот е разлика од плоштината на полукругот и збирот 
од плоштините на двата полукруга, па 

( )
2 22

2 2 21 2
1 2 1 2

2 2 2

r rR
P R r r r r

π ππ π
π

 +
= − = − − = 

 
,  т.е. 221P cmπ=   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Пример 83:                                     

Пример 84:                                     
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 НИВО: АНАЛИЗА, СИНТЕЗА И ВРЕДНУВАЊЕ   
 
 
 Плоштината P  на квадрат со дијагонала d  е еднаква на 

2

2

d
P = . Докажи. 

Доказ. Нека страната на квадратот е  a . Тогаш од Питагоровата 

теорема имаме 2 2 2a a d+ = , т.е. 
2

2

2

d
a = . Според тоа, 

2
2

2

d
P a= = . 

 Плоштината  на паралелограм со страни a  и 
b  и висини спуштени кон нив ah  и bh , соодветно, е 

еднаква на a bP ah bh= = . Докажи. 

Доказ. Ќе докажеме дека aP ah= . 

Нека 1D  е подножјето на висината  спуштена од D . 

а) Точката 1D  припаѓа на страната AB . Нека 1C  е подножјето на висината 

спуштена од C  кон AB . Јасно, 1C  припаѓа на продолжението на AB . Тогаш 

триаголниците 1AD D  и 1BC C  се правоаголни и 1 1D AD C BC=∢ ∢ , па следува 

дека и 1 1ADD BCC=∢ ∢ . Притоа, 1 1 aDD CC h= =  и AD BC b= = , па следува 

дека 
1 1AD D BC C∆ ≅ ∆ . Според тоа, 

1 1AD D BC CP P= . 

Сега, 
1 1 1 1 1 1ABCD AD D D BCD BC C D BCD D C CDP P P P P P= + = + = . Од 1 1AD D BC C∆ ≅ ∆  следува 

дека 1 1AD BC= , па четириаголникот 
1 1

D C CD  е правоаголник со страни a  и 
a

h , 

па неговата плоштина е aah . Конечно,  

1 1ABCD D C CD aP P ah= = . 

б) Точката 1D  се совпаѓа со B . 

Слично како во случајот а) добиваме дека 

1ABD BC C∆ ≅ ∆ , па  

1 1ABCD ABD BDC BC C BDC BC CD aP P P P P P ah= + = + = = . 

 
в) Точката 1D  припаѓа на продолжението на 

страната AB . 
Како и досега, нека 1C  е подножјето на висината 

спуштена од C . Да повлечеме нормала во B  на 
AB  и нека 1B  е пресекот на таа нормала со првата 

AD . Јасно, точката 1B  припаѓа на отсечката AD . 

Од 
1

B  повлекуваме права p  паралелна на AB , и нека { }2B BC p= ∩ , 

{ }3 1B p CC= ∩ , { }2 1 3D DD BB= ∩  и { }3 1 3D DD BB= ∩ . Според б) добиваме дека 

P

Ученикот треба да користи логичко следство Ниво Г 
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2 1 1 1 3 2ABB B D C B DP P= , а бидејќи пресекот на двата четириаголници е триаголникот 

2 2 3
D B D  следува дека 

3 2 1 1 1 3 2 3ABD D B D C B B DP P= .  

 Слично како во а) добиваме дека 1 2 2 3B D D B B C∆ ≅ ∆ , па нивните 

плоштини се еднакви.  
Конечно,  

 
 Од оваа формула, добиваме дека плоштината на ромб со страна a  и 
висина h  е еднаква на P ah= . 
  
 Плоштината P  на паралелограм со страни a  
и b  и остар агол меѓу нив α  е еднаква на 

sinP ab α= . Докажи. 
Доказ.  Нека 1D  е подножјето на висината ah  

спуштена од D . 
Од правоаголниот триаголник 1AD D  добиваме дека 

sin ah

b
α = , т.е. sinah b α= . Бидејќи aP ah=  добиваме sinaP ah ab α= = . 

 Плоштината P  на триаголникот ABC  со страни , ,a b c  и висини , ,a b ch h h  

спуштени кон нив, соодветно, е еднаква на 
2 2 2

a b cah bh ch
P = = = . Докажи. 

Доказ. Ќе докажеме дека 
2

cch
P = . Другите равенства се докажуваат потполно 

аналогно.  
Во зависност од тоа дали аглите кај A  и B  се остри (т.е. триаголникот е 
остроаголен) или еден од нив е прав или еден од нив е тап ги добиваме 
случаите како на цртежот.  

 
Низ B  повлекуваме права паралелна со AC  и низ C  повлекуваме права 
паралелна со AB . Нека пресечната точка на тие две прави е D . 

Четириаголникот ABDC  е паралелограм. Значи, AB CD=  и AC BD= . Бидејќи 
BC  е заедничка страна следува дека ABC DCB∆ ≅ ∆ , па ABC DCBP P= . Значи, 

2 2

ABDC c
ABC

P ch
P = = . 

 Кај правоаголен триаголник со катети a  и b  од претходното добиваме 

дека плоштината се пресметува со формулата 
2

ab
P = , бидејќи ab h=  или 

ba h= . 

 
 
 

3 2 1 3 2 2 1 2 2 2 1 1 3 2 3 3 2 2 2 3 2 2 1 1ABCD ABD D B D B D B D D DD B C D C B B D D B D B B C DD B C D C CD aP P P P P P P P P P ah= + + + = + + + = =
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   Нека ABCD  е 
паралелограм и нека P BC∈ , Q AD∈ , 

K AB∈  и L CD∈  се такви што ||PQ AB  и 

||KL BC  и { }M KL PQ AC= ∩ ∩ . Докажи 

дека паралелограмите KBPM  и QMLD  
имаат еднакви плоштини. 
Решение I. Од паралелноста на ,AD KL  и BC , како и на AB , QP  и DC  

следува MAK MCL=∢ ∢ , AKM CLM=∢ ∢  па AKM CLM∆ ∆∼  и оттука 

добиваме 
AK LC

KM LM
= , т.е. AK LM KM LC⋅ = ⋅ . Бидејќи AK QM= , LM QD=  и 

LC KB=  добиваме QM QD KM KB⋅ = ⋅ . Заради DQM MKB α= =∢ ∢  добиваме 

sin sinQMLD KBPMP QM QD KM KB Pα α= ⋅ = ⋅ = . 

Решение II. Триаголниците AKM  и MQA  имаат еднакви страни, па 

AKM MQA∆ ≅ ∆ . Слично, MPC CLM∆ ≅ ∆  и ABC CDA∆ ≅ ∆ . Оттука добиваме 

QMLD ACD AMQ MCL ABC AKM MPC KBPMP P P P P P P P∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆= − − = − − = . 

 
 Ако триаголникот ABC  е рамностран со страна a , тогаш неговата 

плоштина е 
2 3

2 4

ah a
P = = . Докажи. 

Доказ. Од Питагоровата теорема за правоаголниот 

триаголник DBC имаме 
2

2 2

2

a
h a

 + = 
 

, па 
3

2

a
h = . Според 

тоа, 
2 3

2 4

ah a
P = = . 

 Во рамностран триаголник висината е и тежишна линија, па важи 

3

3 6

h a
r = = . 

 Нека s  е полупериметарот, r  
радиус на впишаната кружница и P  е 
плоштината на триаголник ABC . Тогаш 
P rs= . Докажи. 
Доказ. Нека O  е центарот на 
впишаната кружница во триаголникот ABC . Тогаш триаголниците ,AOC ABO  и 

BCO  имаат висина r  спуштена од O  и важи 

2 2 2 2
ABC AOC ABO BCO

br cr ar a b c
P P P P r sr

+ +
= + + = + + = = . 

 Плоштината на триаголник е еднаква на полупроизводот од две негови 
страни и синусот од аголот меѓу нив. Докажи. 

Доказ. Треба да докажеме дека 
1 1 1

sin sin sin
2 2 2

P bc ac abα β γ= = = . Ќе 

докажеме дека 
1

sin
2

P bc α= . Останатите се докажуваат аналогно. 

Пример 85:                                     
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Ќе разгледаме три случаи за аголот α . 

а) Нека α  е остар. Тогаш sin ch

b
α = , па sin

c
h b α= . Значи, плоштината е 

1 1
sin

2 2
cP ch bc α= = . 

б) Ако α  е прав, тогаш sin 1α = , па имаме 
1 1

sin
2 2

P cb bc α= = . 

в) Ако α  е тап, тогаш важи равенството sin sin(180 )α α= −� , кое ќе се изучува 

подоцна. Имаме sin sin(180 ) ch

b
α α= − =� , па повторно sinch b α=  и 

1 1
sin

2 2
cP ch bc α= = . 

 Нека , ,a b c  се страните а s  е полупериметарот на триаголник ABC . 

Тогаш неговата плоштина P  е еднаква на ( )( )( )P s s a s b s c= − − − . Докажи. 

Оваа формула е позната како Херонова формула. 

Доказ. Бидејќи 
2

a b c
s

+ +
=  добиваме дека  

2 2( )a b c a b c b s b− + = + + − = −  

2 2( )a b c a b c c s c+ − = + + − = −  

2 2( )b c a b c a a s a+ − = + + − = − . 

Нека 1C  е подножјето на висината спуштена од 

C  и нека 1AC x= . 

а) Нека аголот α  е остар. Тогаш 1BC c x= − , па од правоаголниот триаголник 

1AC C  добиваме 2 2 2

ch b x= − , а од правоаголниот триаголник 1CC B  имаме 
2 2 2( )ch a c x= − − . Оттука добиваме 2 2 2 2( )b x a c x− = − − , па следува дека 

2 2 2

2

b c a
x

c

+ −
= .  

Заменувајќи во 2 2 2

ch b x= −  добиваме  
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2

2 2 2

2 2 ( ) ( )

2 2 2 2

( )( )( )( ) 2( )2( )2( )2

4 4

4 ( )( )( )

c

b c a b c a b c a
h b b b

c c c

bc b c a bc b c a a b c b c a

c c c c

a b c a b c b c a b c a s b s c s a s

c c

s s b s c s a

c

    + − + − + −
= − = − + =        

− − + + + − − − + −
= ⋅ = ⋅ =

− + + − + − + + − − −
= = =

− − −
=
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т.е. 
2 ( )( )( )

c

s s b s c s a
h

c

− − −
= . Значи, 

2 ( )( )( )1 1
( )( )( )

2 2
c

s s b s c s a
P ch c s s b s c s a

c

− − −
= = = − − − . 

 

б) Нека аголот α  е тап. Тогаш 1BC c x= + , па од 

правоаголните триаголници 
1

C AC  и 
1

C BC  добиваме 
2 2 2

ch b x= −  и 2 2 2( )ch a x c= − +  и со нивно 

изедначување добиваме 
2 2 2

2

a c b
x

c

− −
= . Слично 

како претходно, заменувајќи во 2 2 2

ch b x= −  добиваме  

 
Слично како во а) ја добиваме Хероновата формула. 
в) Аголот α  е прав. Тогаш  

па 2 ( )( )( )bc s s b s c s a= − − − . 

па . 
 
 Нека ABC  е триаголник со страни , ,a b c  и радиус R  на опишаната 

кружница околу него. Тогаш плоштината на 

триаголникот е еднаква на 
4

abc
P

R
= . Докажи. 

Доказ. Нека O  е центарот на опишаната кружница 
k  околу ABC∆ , { , }CO k C D∩ =  и 1C  е подножјето 

на висината спуштена од C . 
а) Нека триаголникот е остроаголен. Тогаш аголот 
CBD  е прав, како агол над дијаметарот во k  и 

CAB CDB=∢ ∢ , како агли над иста тетива на k . 

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2

2 2 2

2 2 ( ) ( )

2 2 2 2

( )( )( )( ) 2( )2 ( )2( )

4 4

4 ( )( )( )

c

a c b a c b a c b
h b b b

c c c

bc a c b bc a c b b c a a b c

c c c c

b c a b c a a b c a b c s a s s b s c

c c

s s b s c s a

c

    − − − − − −
= − = − + =        

− + + + − − + − − −
= ⋅ = ⋅ =

+ − + + − + + − − − −
= = =

− − −
=

0 0

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2( )2( )2( )2 ( )( )( )( )
( )( )( )

16 16

( ) ( ) 2 2

4 4 4 4 4

s b s c s a s a b c a b c b c a b c a
s s b s c s a

a b c b c a bc b c a bc b c a b c

= =

− − − − + + − + − + +
− − − = = =

− − + − − − + + + −
= ⋅ = ⋅ =

������� �����

1 1
2 ( )( )( ) ( )( )( )

2 2
P bc s s b s c s a s s b s c s a= = − − − = − − −
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Следува дека 
1

AC C DBC∆ ∆∼ , па 
2

ch a

b R
=  и оттука 

2
c

ab
h

R
= . За плоштината 

имаме 
2 4

cch abc
P

R
= = . 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
б) Триаголникот ABC  е тапоаголен, со тап агол во A . Аголот CBD  е прав, како 

агол над дијаметарот во k  и 180CDB α= −�∢  бидејќи четириаголникот ABDC  

е тетивен. Притоа и 1 180C AC α= −�∢ , па значи 1C AC CDB=∢ ∢ , па 

1
AC C DBC∆ ∆∼ . Следува дека 

2

ch a

b R
=  и слично како во а) добиваме 

4

abc
P

R
= . 

в) Ако триаголникот е правоаголен со прав агол кај A , важи 
2

a
R = , па 

2 2 2 2 4

bc abc abc abc
P

a R R
= = = =

⋅
. 

 Забелешка. Во правоаголен триаголник висината е и тежишна линија, па 

важи 
2 3

3 3

h a
R = = . 

 Нека 1 1 1ABC A B C∆ ∆∼  каде 
1 1 1

a b c

a b c
= =  и нека P  и 1P  се плоштините на 

ABC∆  и 1 1 1A B C∆ , соодветно. Тогаш 
2 2 2

2 2 2

1 1 1 1

P a b c

P a b c
= = = . Докажи. 

Доказ. 
1 1 1

2

2
11 1 1 1 1 1

2

2

c

c c

c c c

ch
ch hP c c c c

c hP c h c h c c c
= = = ⋅ = ⋅ = . Притоа користиме дека 

11

c

c

hc

c h
= . 

Слично се докажуваат и другите равенства.  
 Нека ABCD  е трапез со основи a  и b  и 

висина h . Тогаш 
2

a b
P h

+
= . Докажи. 

Доказ. Трапезот го делиме на два триаголници 
со дијагоналата AC . Тогаш 
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2 2 2
ACD ABC

bh ah a b
P P P h

+
= + = + = . 

 Нека ABCD  е четириаголник со нормални дијагонали 
1

d  и 
2

d . Тогаш 

неговата плоштина P  е еднаква на 1 2

2

d d
P = . Докажи. 

Доказ. За плоштината на четириаголникот имаме 

( ) ( )

( )( )
1 2

2 2 2 2

2 2

2 2

ABO BCO CDO AODP P P P P

AO OB CO OB CO OD AO OD

AO CO OB AO CO OD

d dOB OD AO CO

= + + + =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + + + =

+ ⋅ + ⋅
= + =

+ +
= =

 

 Нека ABCD  е произволен конвексен четириаголник  
(трапезоид) со дијагонали 1d  и 2d  и остар агол меѓу нив α .  

Тогаш плоштината P  на четириаголникот е 
1 2

1
sin

2
P d d α= . 

Доказ. 

( ) ( )

sin sin(180 ) sin sin(180 )
2 2 2 2

sin sin sin sin
2 2 2 2

sin
2 2 2 2

sin
2 2

ABO BCO CDO AODP P P P P

AO OB CO OB CO OD AO OD

AO OB CO OB CO OD AO OD

AO OB CO OB CO OD AO OD

AO CO OB AO CO OD OB O

α α α α

α α α α

α

α

= + + + =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + − + + − =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + + + =

 ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= + + + = 
 

 + ⋅ + ⋅ +
= + = 
 

� �

( )( )
1 2sin sin

2 2

d dD AO CO
α α

+
=

 

 Околу секој правилен многуаголник може 
да се опише кружница. Докажи. 
Доказ. Нека многуаголникот има n  страни, агол 
α  и страна a . Да ги повлечеме симетралите на 
аглите кај 1A  и 2A  и нека нивниот пресек е O  

(бидејќи 180α < �  тие симетрали имаат пресек и 
тој е во внатрешноста на многуаголникот). Тогаш 

1 2 2 1
2

OA A OA A
α

= =∢ ∢ , па триаголникот 1 2OA A  е 

рамнокрак. Нека 1O  е пресек на симетралита на 

аглите 1 2 3A A A  и 2 3 4A A A . Точките O  и 1O  лежат 

на симетралата на 1 2 3A A A∢ .  

Бидејќи 1 2 2 3A A A A=  и 1 2 2 1 2 3 3 2
2

OA A OA A OA A OA A
α

= = = =∢ ∢ ∢ ∢  добиваме дека 

1 2 1 2 3
OA A O A A∆ ≅ ∆ , па следува дека 2 1 2OA O A=  и оттука 

1
O O≡ .                   
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Значи симетралите на аглите кај 1A , 2A  и 3A  се сечат во една точка O , и 

1 1 2 3OA O A OA= = . продолжувајќи на овој начин добиваме дека симетралите на 

сите агли се сечат во O  и 1 1 2 3 ... nOA O A OA OA= = = = . Значи точките 

1 2, ,..., nA A A  лежат на кружница со радиус 1R OA=  и центар во O , па таа е 

кружницата опишана околу многуаголникот. 
 
 Во секој правилен многуаголник може да се впише кружница. Докажи. 
Доказ. Од складноста на триаголниците 1 2 2 3 1, ,..., nOA A OA A OA A  добиваме дека и 

нивните висини се еднакви и се сечат во O , па лежат на иста кружница со 

центар во O  и радиус 1r OB= . Таа е впишаната кружница во многуаголникот.  

 Во правилен многуаголник важи 
180

cosr R
n

=
�

 и 
180

2 tga r
n

=
�

. Докажи. 

Доказ. Да го разгледаме рамнокракиот триаголник 
1 2

OA A . Заради складноста 

на триаголниците 
1 2 2 3 1

, ,...,
n

OA A OA A OA A  него ќе го 

нарекуваме карактеристичен триаголник за 
правилниот n -аголник. Заради складноста на сите 

траиголници добиваме дека 1 2

360
A OA

n
=

�

∢ . Бидејќи 

триаголникот 1 2OA A  е рамнокрак, следува дека 

триаголниците 1 1OA B  и 1 2OB A  се правоаголни со 

прави агли кај 1B , и складни. Значи 

1 1 1 2

360 180

2
A OB B OA

n n
= = =

� �

∢ ∢ , па 
1 1cos

r
A OB

R
=∢ , 

т.е. 1 1

180
cos cosr R A OB R

n
= =

�

∢ . 

 Бидејќи 
1 1

2

a
A B =  од правоаголниот триаголник 

1 1
AOB  добиваме дека 

180 2tg

a

n r
=

�

 и оттука 
180

2 tga r
n

=
�

. 

 Плоштината P  на правилен n -аголник е 
2 180

ctg
4

a n
P

n
=

�

. Докажи. 

Доказ. Нека плоштината на карактеристичниот триаголник е 1P . Тогаш 1P nP= .  

Имаме 
2 2

1

1 180
ctg

180 1802 2 4 4
2 tg tg

ar a a a a
P

n

n n

= = ⋅ = ⋅ =
�

� �
 и оттука добиваме дека 

2 180
ctg

4

a n
P

n
=

�

. 

 Забелешка. Слично се докажуваат и формулите 
2 180

tgP nr
n

=
�

, 

180
2 tgL nr

n
=

�

, каде L  е периметарот на многуаголникот.  
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    Daden e pravoagolnik 
ABCD  so strani 16 cmAB =  i 12 cmBC = . 

To~kite E  i F  pripa|aat na правите AB  i CD  
taka {to AECF  e romb.  Kolku e dol`inata 
na negovata dijagonala EF ? 

 

 Re{enie. Neka AECF  e romb so strana x . 

Spored toa, AE x=  i 16EB x= − . Bide}i ABCD  
e pravoagolnik, triagolnikot EBC  e pravoagolen, pa spored Pitagorovata 

teorema imame  
2 2 2

EC EB BC= + , т.е. 2 2 212 (16 )x x= + − . 

Poslednata ravenka mo`e da ja zapi{eme vo oblik 2 2144 256 32x x x= + − + , 

od kade dobivame 32 400x = , t.e. 
25

2
x = .  

]e gi upotrebime plo{tinite na pravoagolnikot, rombot i triagolnikot 

EBC . Bidej}i 
25 7

16
2 2

EB = − = , a plo{tinata na rombot e polovina od 

proizvodot na negovite dijagonali, dobivame  
1 1

2
2 2

EF AC AB BC EB BC⋅ = ⋅ − ⋅ ,
1 7

20 16 12 12
2 2

EF ⋅ = ⋅ − ⋅ , 
1

20 192 42
2

EF ⋅ = − ,  

a od poslednata ravenka imame 15cmEF = , {to treba{e da se opredeli. 
 
    Основите на еден трапез се 25a =  и 15b = , еден од 
краците е 8c = . Определи го периметарот и плоштината на трапезот ако 

збирот на аглите на поголемата основа е 90� . 

Решение. Нека 8AD c= =  и DE x= , каде E  е 
пресек на краците на трапезот. Од сличноста 

ABE DCE∆ ∆∼  имаме 
25 8

15 8

x+
= . Од ова добиваме 

12x = . Од условот на задачата 90AEB = �
∢ . Од 

Питагоровата теорема за правоаголниот триаголник 

DCE∆  имаме 9CE = . Од Питагоровата теорема за 

правоаголниот триаголник ABE∆  имаме 15BE = . 

Сега добиваме 6BC = . Па за периметарот на 
трапезот имаме 54L = . За плоштината на трапезот добиваме 

150 54 96ABE DCEP P P= − = − = .  

 
   Една кутија со боја 
е доволна да се обои парче картон во 
облик на правоаголник на кој едната 
страна му е трипати подолга од другата 
страна. Ако од парчето картон 
направиме нов правоаголник, скратувајќи 
ја подолгата страна за 18cm  и 
продолжувајќи ја другата за 8cm  ќе истрошиме исто количество боја. Одреди го 
периметарот на новиот правоаголник. 

Пример 86:                                     
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Решение. Да го означиме стариот правоаголник ABCD , каде AB a=  и BC b= . 
Од условот на задачата имаме 3a b= .  Ако, пак, со AEFG  го означиме новиот 

правоаголник, тогаш 18 3 18AE AB b= − = −  и 8 8EF BC b= + = + . 
Бидејќи за боење ќе искористиме исто количество боја, имаме: 

ABCD AEFG
P P=  т.е. ( ) ( )23 3 18 8b b b= − + , односно 2 23 3 24 18 144b b b b= + − − , па 

24b cm= . 

Според тоа ( )2 3 24 18 24 8 172AEFGL cm= ⋅ − + + = . 

 
   Квадратот ABCD  има страна со должина 36cm . На 
страната AB  избрана е точка E  која е 
на растојание 12cm  од темето B , на 
средината на страната BC  лежи 
точката F  и на страната CD  избрана 
е точката G  која е на растојание 12cm  
од темето C . Одреди ја плоштината на 
делот кој лежи во внатрешноста на 
триаголникот EFG  и во 
надворешноста на триаголникот AFD . 
Решение. Да направиме скица. Според 
условите од задачата  

236 12
216

2
GEF

P cm∆

⋅
= = . 

Ако ги означиме со ,M N  пресечните 

точки на GE  со страните ,AF DF , соодветно, тогаш бараната плоштина 

GEF NMFP P P∆ ∆= − . Значи останува да ја одредиме плоштината на триаголникот 

NMF .  

Триаголниците ABF  и AEM  се слични па важи: 
AB AE

BF EM
=  т.е. 

36 36 12

18 EM

−
= , 

односно 12EM cm= . Аналогно триаголниците DFC  и DNG  се слични, па 

12GN cm= . Значи 36 2 12 12MN cm= − ⋅ = . Конечно 212 12
72

2
NMFP cm∆

⋅
= = , па 

2216 72 144GEF NMFP P P cm∆ ∆= − = − = . 

 
 
    
  Пресметај ја плоштината  
                       на фигурата. 
 
Решение. Бараната плоштина е збир од 
плоштините на правоаголник со страни 
10cm  и 2cm , правоаголен триаголник со 
катети 6cm  и 8cm  и правоаголник со 
страни 10cm  и 4cm . Според тоа 

220 24 40 44P cm= + + = . 
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   Еден зајак се наоѓа на 
ливада. Прво скока 4m  на запад, па 2m  на 
југо-исток и 4m  на југ. Одреди го растојанието 
на кое ќе се најде зајакот од почетокот на 
скокањето. 
Решение. Триаголникот BCE  е рамнокрак 

правоаголен, па 2CE BE m= = . Притоа 

4 2, 4 2AE DE= − = + . Значи  

( ) ( )2 2

4 2 4 2

16 8 2 2 16 8 2 2 32 4 6

AD

m

= − + + =

= − + + + + = + =

 

 

   Во рамнокрак трапез ABCD , каде 6AD BC cm= = , дијаго-

налата ја дели средната линија на делови од 2cm  и 5cm . Одреди го 
а) периметарот на трапезот; 
б) аглите на трапезот. 
Решение. Да ја означиме средната 

линија на трапезот со MN , а пресекот на 
MN  со дијагоналата AC  со S . Тогаш 

од условот на задачата 2MS cm=  и 

5SN cm= . Бидејќи MS  е средна линија 

за триаголникот ACD  следува дека 

2 4DC MS cm= ⋅ = .  

Слично 2 10AB SN cm= ⋅ = . 

а) Периметарот на трапезот е 26L cm= . 

б) Да ја означиме со DE  висината во трапезот. Тогаш 
10 4

3
2

AE cm
−

= = . 

Значи AED∆  е правоаголен со катети 6cm  и 3cm , па според тоа 060EAD =∢  и 
0 0 0180 60 120ADC = − =∢ .  

   Osnovite na eden trapez ( )||ABCD AB CD  se 

odnesuvaat kako 1 : 5 , a dijagonalite im se se~at vo to~ka O . Zbirot na plo-

{tinite na triagolnicite ABO  i CDO  e 2120 cm . Najdi gi plo{tinite na 
tie triagolnici.  

Re{enie.  Neka AB a=  i 

CD b= . Od uslovot na 

zada~ata  : 1 : 5a b =  od  

kade sleduva 5b a= . Od 
sli~nosta na triagolnicite  
ABO  i CDO  sleduva deka   

2 2: :ABO CDOP P a b∆ ∆ = , pa toga{ 
2 2: : 25ABO CDOP P a a∆ ∆ =  od 

kade sleduva deka 

Пример 91:                                     
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25CDO ABOP P∆ ∆= . Od uslovot na 120ABO CDOP P∆ ∆+ = , pa toga{ 

25 120
ABO ABO

P P∆ ∆+ =  od kade sleduva deka 24,62ABOP cm∆ = . Sega 
2115,38CDOP cm∆ = .  

 
      ^etiriagolnicite 

ABCD  i EFGH  go imaat svojstvoto 
to~kite , ,B C D  i A  da se sredini na 

otse~kite , ,AE BF CG  i DH , 
soodvetno. Odredi ja plo{tinata na 
~etiriagolnikot EFGH , ako 
plo{tinata na ~etiriagolnikot 
ABCD  e 21cm . 

Re{enie. Neka 1P  e plo{tina 

na triagolnikot ABD , a 2P  e 

plo{tina na triagolnikot BCD . Triagolnicite ABH  i ABD  imaat ista 
osnova ( AD AH= ) i ista visina od temeto B , pa spored toa imaat ista 
plo{tina. Triagolnicite HBE  i HAB  imaat ista plo{tina, bidej}i imaat 
ista osnova ( AB BE= ) i ista visina od temeto H . Zna~i triagolnikot AHE  
ima plo{tina 12P . Sli~no se poka`uva deka plo{tinata na triagolnikot 

CFG  e 22P . 

Neka plo{tinata na triagolnikot ABC  ja ozna~ime so 3P , a 

plo{tinata na triagolnikot ACD  so 4P .  Toga{ plo{tinata na triagolnikot 

BEF  e ednakva na 32P , a plo{tinata na triagolnikot DGH  e ednakva na 42P

. 
Plo{tinata na ~etiriagolnikot EFGH  e ednakva na zbirot od plo{tinite 
na triagolnicite , , ,AEH BEF CFG DGH  i ~etiriagolnikot ABCD , t.e. 

( ) 2

1 2 3 4 1 2 3 42 2 2 2 1 2 1 2 2 1 5P P P P P P P P P cm= + + + + = + + + + = ⋅ + = ,  

bidej}i 2

1 2 3 4 1P P P P cm+ = + = . 

   Vo ABC∆  to~kata D  e sredina na stranata BC . Za 

to~kata E  na otse~kata AD  va`i ravenstvoto: 4 3AE AD= . Pravata BE  ja 
se~e stranata AC  vo to~kata F . Odredete go odnosot na plo{tinite na 

ABF∆  i BCF∆ . 
Re{enie: Od ravenstvoto 

4 3AE AD=  dobivame deka  
3

4
AE AD= . 

 Zatoa mo`e da opredelime 

to~ki M  i N  na AE  taka {to  

.AM MN NE ED= = =   

Pravite niz ,M N i D  

paralelni so BF  ja delat 
stranata  AC  na pet ednakvi 

dela, taka {to: : 2 : 5.CF CA =  Ako e AH  visina na ABC∆ , toga{ od 

sli~nosta na pravoagolnite triagolnici  ACH∆  i ECG∆  imame:  
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: : 5 : 2,AH FG AC FC= =  t.e. 
2

5
FG AH= . Spored toa,  

1 2 1 2

2 5 2 5
BCF ABCP BC FG BC AH P∆ ∆= ⋅ = ⋅ ⋅ = . Zna~i, 

3

5
ABF ABCP P∆ ∆=  i  

2

3
BCF ABFP P∆ ∆= . 

    

    Даден е триаголник ABC∆
и точка P  во внатрешноста. Нека 

1
{ }AP BC A∩ = , 

1
{ }BP AC B∩ = , 

1
{ }CP AB C∩ = . Докажи дека 

1 1 1 1 1 1AC P BA P CB P BC P CA P AB PP P P P P P∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ . 

Решение. Нека е даден триаголникот како на 
сликата. Тогаш 

1 1 sinAC PP PA PC α∆ = ⋅ ⋅ , 
1 1 sinBA PP PB PA γ∆ = ⋅ ⋅ , 

1 1 sinCB PP PC PB β∆ = ⋅ ⋅ . Уште и 
1 1 sinBC PP PB PC β∆ = ⋅ ⋅ , 

1 1 sinCA PP PC PA α∆ = ⋅ ⋅ , 

1 1 sinAB PP PA PB γ∆ = ⋅ ⋅ , 

па равенството е еквивалентно на  

1 1 1

1 1 1

sin sin sin

sin sin sin

PA PC PB PA PC PB

PB PC PC PA PA PB

α γ β

β α γ

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 

што е точно.  
    

   Figurata F  se sostoi od 
to~kite B  i D  i lacite BD  konstruirani vo 
vnatre{nosta na kvadratot ABCD  so centri 
vo A  i C  i so radiusi AB . Doka`i deka site 
pravoagolnici opi{ani okolu figurata F , 
taka {to sekoja strana na pravoagolnikot ima 
to~no edna zaedni~ka to~ka so figurata F , 
imaat isti perimetri. 
Re{enie. Neka LMNO  e proizvolen 
pravoagolnik opi{an okolu figurata F , i 
neka dopirnite to~ki na F  so pravoagolnikot 
se B , E , D , F . Neka stranata ON  gi se~e 
stranite AB  i AD  na kvadratot vo to~kite P  i Q  soodvetno. (vidi crte`) 

 Neka PF x= , FQ y= . Toga{, BP x= , AP a x= − , QD y=  i AQ a y= − , 

kade a  e dol`inata na stranata na kvadratot ABCD . 
 Od ~BPO QPA∆ ∆  ( BPO QPA∠ = ∠ , kako nakrsni agli i 

90BOP QAP∠ = ∠ = ° ) sledi deka OP AP

BP QP
=  i AQOB

BP QP
= , pa a x

x y
OP x −

+= ⋅  i 

a y

x y
OB x

−
+= ⋅ . 

 Analogno se poka`uva deka ~QPA QDN∆ ∆ , od kade se dobiva deka 
a x
x y

DN y −
+= ⋅  i a y

x y
QN y

−
+= ⋅ . 

 Toga{, imame 

 
2 2

2 2 2
2 ( ) 2

a y a ya x a x
x y x y x y x y

ax ay x y xy

x y

BO ON ND x x x y y x

x y x y a x y a

− −− −
+ + + +

+ − − −
+

+ + = ⋅ + ⋅ + + + ⋅ + ⋅ =

+ + = + + − + =
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 Analogno, 2BL LM MD a+ + = , pa sledi deka perimetarot na 

pravoagolnikot LMNO  e 4LM MN NO OL a+ + + = , odnosno e konstanten, 
{to treba{e da se doka`e.  
 
    Temiwata na eden kvadrat le`at na stranite na drug 
kvadrat (na edna strana edno teme). Da se najde odnosot na koj se razdeleni 
stranite na vtoriot kvadrat so temiwata na prviot kvadrat, ako odnosot na 
nivnite plo{tini e ednakov na p ,  ( 1p < ).  

 Re{enie. Neka ABCD  i KLMN  se dadenite kvadrati, taka {to , ,K L M  i 

N  pripa|aat na stranite , ,AB BC CD   i DA  soodvetno. ]e vovedeme oznaki 

BL y= , KB x= , KL b=  i AB a= , pri {to mo`eme da pretpostavime x y> . 
Toga{  
  2 2

1 ( )ABCDP P a x y= = = + ,  

a spored Pitagorinata teorema 2 2 2b x y= + , pa zatoa  

  2 2 2

2 KLMNP P b x y= = = + .  

 Od uslovot na zada~ata 
2 2

2

2

1 ( )

P x y
p

P x y

+
= =

+
, kade 

0 1p< < . Ravenstvoto 
2 2

2( )

x y
p

x y

+
=

+
 mo`eme da go 

zapi{eme vo oblik  
  2 2(1 ) 2 (1 ) 0p x pxy p y− − + − =  2/ : y  

  

2

(1 ) 2 (1 ) 0
x x

p p p
y y

 
− − + − = 

 
,  

Ako vovedeme oznaka 
x

t
y
=  dobivame  

  2(1 ) 2 (1 ) 0p t pt p− − + − = .        (1) 

 Re{enija na ravenkata (1) se   
1

2 1

1

p p
t

p

+ −
=

−
, 

1

2 1

1

p p
t

p

− −
=

−
.  

 Jasno e deka 
2 1

1

p px

y p

+ −
=

−
 e baranoto re{enie.  

    Visinata go deli pravoagolnot triagolnik na dva 
triagolnici koi imaat perimetri m  i n . Opredeli go perimetarot na 
po~etniot triagolnik.   
 Re{enie. Neka ABC  e pravoagolen 
triagolnik (so teme na praviot agol vo to~kata 
C ) i neka CH  e negova visina. Od uslovot na 
zada~ata imame 
  1 AHCL L m= =   i  2 CHBL L n= = .  

Triagolnicite AHC , BHC  i ABC  se sli~ni, 
pri {to koeficientite na sli~nost se  

  1

AC
k

AB
=  i 2

BC
k

AB
= .              (1) 

Pрi toa, isto taka  

A B

CD

K

L

M

N

x

y

x

x

x

y

y

y

A

B

C

H

1L m=

2L n=
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  1
1

L
k

L
=  i 2

2

L
k

L
= .       (2) 

 Od ravenstvata (1)  imame 1AC k AB=  i 2BC k AB= . Spored Pitagorina 

teorema  

  
2 2 2

AC BC AB+ = ,  

od kade go dobivame ravenstvoto 2 2

1 2 1k k+ = . Ako (2) zamenime vo prethodnoto 

ravenstvo, imame  

  
2 2

1 2 1
L L

L L

   + =   
   

,    2 2 2 2

1 2L L L m n= + = + .  

     

   Даден е трапезот ABCD  со 

основи AB a=  и CD b= . Најди ја должината на 
отсечката за која се исполнети условите: 
 - паралелна е со AB  и CD ; 
 - го дели трапезот на два дела со еднакви 
плоштини; 

- нејзините крајни точки лежат на краците на трапезот. 
  

Решение А. Нека правата || ||p AB CD  ги сече краците AD  и BC  во точките K  

и L  соодветно и го преполовува трапезот ABCD  на два енаквоплоштни дела. 
Нека P  е плоштината на трапезот ABCD , а h  е неговата висина, нека 1P  е 

плоштината на трапезот ABLK  со висина 1h , а 2P  плоштината на трапезот 

KLCD  со висина 2h . Нека KL x= .(види цртеж) Тогаш, важи 1 2h h h= +  и 
1

1 2 2
P P P= = . Од 

2
a bP h+= ⋅ , 1 12

a xP h+= ⋅  и 2 22
x bP h+= ⋅ , имаме дека 2P

a b
h += , 

12

1

P P
a x a xh + += =  и 22

2

P P
x b x b

h + += = . Со замена во 1 2h h h= + , добиваме 

2P P P
a xa b x b++ += + , т.е. 2 1 1

a xa b x b++ += + , односно 

2( )( ) ( )( ) ( )( )a x x b a b x b a b a x+ + = + + + + + .Со средување на последното 

равенство се добива 2 2 22x a b= + , од каде 
2 2 2 21

2 2 2
( ) ( ) ( )a bx a b= + = + .  

Решение Б. Нека правата || ||p AB CD  ги сече краците 

AD  и BC  во точките K  и L  соодветно и го 
преполовува трапезот ABCD  на два енаквоплоштни 

дела. Нека KL x= .  Ги продолжуваме краците AD  и 
BC  до нивниот пресек M .(види цртеж) Тогаш, 
триаголниците ABM∆ , KLM∆  и DCM∆  се слични, па 

следи дека 2 2 2: : : :ABM KLM DCMP P P a x b= , односно 
2

ABMP ka= , 2

KLMP kx=  и 2

DCMP kb= . Од условот ABLK KLCDP P=  добиваме  

ABM KLM KLM DCMP P P P− = − , т.е 2 2 2 2ka kx kx kb− = − , од каде се добива 

2 2 21
2
( )x a b= + , па 2 2

2 2
( ) ( )a bx = + .  

 

h1 

h2 h L K 

D C 

B A a 

x 

b 

М 

L K 

D C 

B A a 

x 

b 
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  Низ точката O во правоаголникот ABCD повлечени се 
прави паралелни со страните на правоаголникот што го разбиваат на четири 
правоаголници POED, OMCE, AKOP, KBMO. 
1) Ако плоштините на правоаголниците POED, OMCE, 
AKOP, се соодветно 2, 4, 6, определи ја плоштината на 
правоаголникот АВСD. 
2) Ако периметрите на правоаголниците POED, OMCE, 
AKOP, се соодветно 6, 10, 10, пресметај го периметарот на 
правоаголникот АВСD. 
 Решение. 1) Бидејќи плоштината на OMCE е два 
пати поголема од плоштината на POED, следи дека 
страната ОМ е два пати поголема од  страната ОР. 
Слично, бидејќи плоштината на AKOP е три пати поголема од плоштината на 
POED, следи дека OK е три пати поголема од OE. Заклучуваме дека 
плоштината на правоаголникот BMOK е 2 3 6⋅ =  пати поголема од плоштината 
на правоаголникот POED, т.е изнесува 6 2 12⋅ = . Плоштината на ABCD е сума 
од плоштините на четирите правоаголници и е еднаква на 2 4 6 12 24+ + + = . 
2) Од тоа што периметарот на OMCE е за 4 поголем од периметарот на POED, 
следува дека ОМ е за 4:2=2 поголема од ОР. Аналогно, OK е за два поголема 
од ОЕ. Следи дека периметарот на KBMO е за 2 2 2 2 8⋅ + ⋅ =  поголем од 

периметарот на POED, и изнесува 6 8 14+ = . За да се определи периметарот на 
правоаголникот ABCD, треба да се соберат периметрите на четирите 
правоаголници и збирот да се подели со 2,  односно периметарот на ABCD е 
6 10 10 14

2
20+ + + = . 

   
  Нека е даден рамнокракиот триаголник ABC, каде 

AB CB= , со основа 10AC cm= . Низ средината D на кракот AB повлечена е 
нормала n на кракот AB која го сече кракот CB во точката E. Ако периметарот 
на триаголникот ABC е 40cm, пресметај го периметарот на 
триаголникот AEC. 

Решение. Нека ABC е рамнокрак триаголник (

AB CB= ), D средина на кракот AB, n нормала на AB низ D 

која го сече кракот CB во точката E.(цртеж) Од 10AC cm=  и 
40

ABC
L cm= , следи дека должината на секој од краците е 

(40 10) : 2 15AB CB cm= = − = . Триаголниците ADE и BDE се 

складни (САС: AD BD=  од D средина на кракот AB, 

90ADE BDE∠ = ∠ = ° , DE  заедничка страна). Оттука 

следува дека AE BE= . Па сега, периметарот на 
триаголникот AEC е  

( ) 15 10 25AECL AE EC AC BE EC AC BC AC cm= + + = + + = + = + = . 

    

   Даден е триаголник АВС со страни ,AC b BC a= =  и 

висината спуштена од темето С CD h= . Одреди 
точка М на висината таква да збирот 

2 2 2

AM BM CM+ +  е најмал.  

Решение. Нека MD x= . Тогаш CM h x= − , 

односно 
2 2

( )CM h x= − . Користејќи Питагорова 

теорема може да ги изведеме и следниве релации:  

C 

O 

D 

K 

P 

E 

B A 

M 

n 

E 
D 

C 

B 

A 
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2 2
2 2 2 2AM AD x b h x= + = − +  и 

2 2
2 2 2 2BM BD x a h x= + = − + . Со замена за 

збирот добиваме  
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2( )AM BM CM b h x a h x h x+ + = − + + − + + − , односно  
2 2 2 2 2 2 23 2AM BM CM x hx a b h+ + = − + + − . Јасно, збирот ќе биде минимален 

во точката во која  квадратната функција 2 2 2 2( ) 3 2f x x hx a b h= − + + −  
достигнува свој минимум, односно во темето на параболата. Темето на 

параболата е во точката 2 2 24
,

3 3

h
a b h

 + − 
 

, од каде заклучуваме дека точката 

М е определена со растојанието 
3

h
MD = . 

   Градовите A, B и C се поврзани со праволиниски патишта. 

Покрај патот A-B  се наоѓа квадратно поле со страна 0,5AB , а покрај патот B-C  

се наоѓа квадратно поле со страна BC ; покрај патот A-C постои шума со 

правоаголна форма, чија должина е AC , а ширина 4 километри. Најди ја 
плоштината на шумата, ако таа е за 20 километри поголема од збирот на 
плоштините на квадратните полиња. 

Решение.   Нека  , ,AB a BC b AC x= = = . Притоа 

a b x+ ≥ . Според условот 
 

( ) ( )

2 2 2
2

2 2
2 2

2 22 2

2

4 20 5
4 16 4

5 16 16 4 80
16 4

16 4 16 80 0 8 4 2 0

8, 2 10 40

a a b
x b x

a b
a b a b a b

a a b b a b

a b x P km

= + + ⇒ = + +

+ ≥ + + ⇒ + ≥ + +

− + − + ≤ ⇒ − + − ≤

⇒ = = ⇒ = ⇒ =

 

 

    Vo triagolnikot ABC  na stranata AC  e zemena to~ka 
M , a na stranata BC  e zemena to~ka N . Otse~kite AN  i BM  se se~at vo 
to~kata O . Povr{inite na triagolnicite , ,AMO ABO BNO  se ednakvi na 

1 2 3, ,P P P  soodvetno. Presmetaj ja plo{tinata na 

triagolnikot CMN .  
 Re{enie. Plo{tinata na triagolnikot CMN  
}e ja ozna~ime so P  a plo{tinata na 
triagolnikot MON  }e ja ozna~ime so Q . 

 Triagolnicite AMO  i MON  imaat ednakvи 
visinи кон AO  и ON , соодветно, i 
triagolnicite AOB  i NOB  имаат еднакви 
висини кон AO  и ON , соодветно, па затоа 

1 2

3

P PAO

Q PON
= =  .  

A B

C

O

M
N

1P

2P

3P
Q

P
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Od poslednoto ravenstvo dobivame 1 3

2

PP
Q

P
= . Od parot triagolnici CMN  i 

BMN , i parot triagolnici ANC  i ANB , (sekoj par ima ednakvi visini 

spu{teni кон CN  и NB , соодветно), dobivame: 1

3 2 3

P Q PP CN

Q P P PNB

+ +
= =

+ +
. 

Spored toa, 2

2 1 2 1 3( )P P Q Q QP QP PP− = + + + , t.e.
2

1 2 1 3

2

Q QP QP PP
P

P Q

+ + +
=

−
, i ako 

vo poslednoto ravenstvo zamenime 1 3

2

PP
Q

P
= , dobivame  

   
( )1 3 1 3 1 3

2 2 2

1 3

2

2

1 3 1 3 1 3 1 2 2 3

2

2 2 1 32

( )( )

( )

P P P P P P

P P P

P P

P

P P PP PP P P P P
P

P P PPP

+ + + + +
= =

−−
.  

 

     Daden e triagolnik ABC . To~kite P  i Q  le`at na 

stranite AC  i BC , soodvetno i za niv va`i ABP ABQL L∆ ∆= , AQC BPCL L∆ ∆=  (kade 

so 
XYZ

L∆   e ozna~en perimetarot na triagolnik XYZ ). Doka`i deka 

triagolnikot ABC  e ramnokrak. 
 Re{enie: Od toa {to  

2
ABC ABQ AQC

L L L AQ∆ ∆ ∆= + −  i  

2ABC ABP BPCL L L PB∆ ∆ ∆= + −  sleduva deka AQ PB= .  

Potoa, ABP ABQAP L AB PB L AB AQ BQ∆ ∆= − − = − − =
. Zna~i  

ABP AQB∆ ≅ ∆ , pa PAB QBA=∡ ∡  odnosno 

triagolnikot ABC  e ramnokrak. 
 

   Vo vnatre{nosta na triagolnik ABC e izbrana to~ka P 
taka {to triagolnicite ABP, BCP i CAP imaat ednakvi plo{tini. Doka`i 
deka to~kata P e te`i{te na triagolnikot ABC. 
 Re{enie: Triagolnicite ABP i CAP imaat 
ednakvi plo{tini i zaedni~ka strana AP. Zatoa 

visinite vo ovie triagolnici BM  i CN , 
soodvetno, povle~eni kon AP, se ednakvi. Neka AP 

ja se~e stranata BC vo to~ka K. Toga{, od BM CN= , 
CNK BMK∠ = ∠  i CKN BKM∠ = ∠ , triagolnicite 

CNK i BMK se skladni i zatoa CK BK= , odnosno AK  e te`i{na linija. 
Analogno, se doka`uva i za drugite dve te`i{ni linii, odnosno doka`uvame 
deka trite te`i{ni linii minuvaat niz P. Toga{ P e te`i{te vo 
triagolnikot ABC.      
 

   Vo pravoagolnikot ABCD, to~kite P i Q se to~ki od AB i 
BC soodvetno, taka {to triagolnicite APD,PBQ i QCD imaat ista plo{tina. 

Najdi go koli~nikot 
AP

PB
 . 
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Re{enie. Voveduvame oznaki 1AP p= , 2PB p= , 2QB q=  

i 1QC q= . Od ravenstvoto ( ) ( )1 2 1 1 2 1

1 1

2 2
p p q q q p+ ⋅ = +  

dobivame 1 1

2 2

p q

p q
= , a od ( )1 2 1 2 2

1 1

2 2
q q p q p+ = , dobivame 

1 2

2 1 2

p q

p q q
=

+
. Spored toa 1 2

1 12 1 2

2 2

1 1

1 1

p q

q pp q q

q p

= = =
+ + +

. Zna~i, 1

2

1 5

2

p

p

− +
= .  

   Nacrtaniot pravoagolnik na crte`ot e 
podelen na 11 kvadrati so razli~ni strani. Najmaliot kvadrat 
ima strana 9. Koi se dimenziite na pravoagolnikot? 
Re{enie. Kvadratot ozna~en so brojot 1 ima dol`ina (t.e. 
dol`ina na strana) 9. Neka kvadratot br.  2 ima dol`ina x. 
Toga{ kvadratot br. 3 ima dol`ina 9x + , kvadratot br. 4 ima 
dol`ina 9x − , kvadratot br. 5 ima dol`ina 18x + , kvadratot br. 6 ima 
dol`ina 2 9x − , kvadratot br. 7 ima dol`ina 2 27x + , kvadratot br. 8 ima 
dol`ina 3 18x − . 

Ako stranata na kvadratot br. 9 e y, toga{ ( ) ( ) ( )18 9 3 18 9y x x x+ + + = − + − , 

od kade 3 54y x= − . Pa, kvadratot br. 10 ima strana 6 72x − , a kvadratot br. 

11 strana 9 126x − . 
Gornata strana na dadeniot pravoagolnik e zbir na 
stranite na kvadratite br. 10 i 11, t.e. ima 

dol`ina ( ) ( )6 72 9 126 15 198x x x− + − = − , a negovata 

dolna strana e zbir na stranite na kvadratite br. 
7, 3, 2 i 6, t.e. ima dol`ina  

( ) ( ) ( )2 27 9 2 9 6 27x x x x x+ + + + + − = + .  

Izedna~uvaj}i gi dobienite izrazi dobivame 
25x = . 

Zatoa stranite na kvadratite ozna~eni so broevite 
od 1 do 11 se 9, 25, 34, 16, 43, 41, 77, 57, 21, 78, 99, 
soodvetno. Pa, dol`inata na dadeniot 
pravoagolnik e 177, a {irinata 176.  
 
 
    To~kite M  i N  se sredini na 
bo~nite strani na ramnokrakiot triagolnik ABC  (vidi 
crte`). Kolku e plo{tinata na ozna~eniot ~etiriagolnik 
MTNC ?   
Re{enie. Triagolnicite ABN  i ANC  imaat ista strana 
(strana so ista dol`ina) i visina spu{tena od nivnoto 
zaedni~ko teme A . Spored toa, tie imaat ista 
plo{tina. Sega e jasno deka plo{tinata na 
~etiriagolnikot e 6P = .  
 

    Dol`inata na stranata 
nakvadratot ABCE  e 4 cm , i toj ima ista ista 

plo{tina so triagolnikot ECD  (vidi crte`). Na koe 
rastojanie e to~kata D  od pravata g .  

6

33

A B

C

NM

T

A B

CE

D

g
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 Re{enie. Plo{tinata na kvadratot e 24 4 16 cmP = ⋅ = . Osnovata EC  na 

triagolnikot EDC  ima ista dol`ina kako i stranata na kvadratot, a 

bidej}i imaat ednakvi plo{tini dobivame 
4

16
2

h⋅
= . Spored toa 8h = , 

odnosno rastojanieto od D  do pravata g  e ednakvo na 8 4 12 cm+ = .    
     

    Triagolnikot ABC  e pravoagolen i ima kateti so 
dol`ini 6 cm  i 8 cm . To~kite , ,K L M  se sredini na negovite strani. Kolku 

e perimetarot na triagolnikot KLM ?  
 
 Re{enie. Ako dol`inite na katetite na 
pravoagolniot triagolnik se 6 cm  i 8 cm , 
toga{ dol`inata na negovata hipotenuza e  

  2 26 8 100 10c = + = = .  
Negoviot perimetar e 10 8 6 24 cmL = + + = .  

 Ako ,K L  i M  se sredini na stranite 

, ,AB BC CA  soodvetno, toga{ ||KL AC , ||LM AB  i ||MK BC ,  i bidej}i se 

sredni linii dobivame  
1

2
KL AC= , 

1

2
LM AB=  i 

1

2
MK BC= . 

 Spored toa  
1 1 1 1

24 12 cm
2 2 2 2

KLML KL LM MK AC AB BC= + + = + + = = .  

     Dol`inite na dve strani na eden ~etiriagolnik se 1 i 4. 
Edna negova dijagonala, koja go deli na dva ramnokraki triagolnici, ima 
dol`ina 2. Kolku e perimetarot na ~etiriagolnikot?  
 Re{enie. ^etiriagolnikot ne mo`e da ima dve strani so 
dol`ina 1, bidej}i vo toj slu~aj ne mo`e da ima dijagonala so 
dol`ina 2  koja go deli na dva ramnokraki triagolnici (ako 
ima dve takvi strani, toga{ so dijagonalata so dol`ina 2  
mo`e da ima delben ramnokrak triagolnik so strani 1, 2,2 , a 

drugiot triagolnik da ima strani 1, 2,4  , {to ne e mo`no (нe 

постои триаголник со страни 1, 2, 4 ), ili da ima delben 

triagolnik so strani 1,1, 2  koe pak ne e mo`no, takov 
trizagolnik ne postoi). Spored toa, ~etiriagolnikot ima 
edna strana so dol`ina 1. Istata e strana na ramnokrak 
triagolnik so strani 1, 2,2 . No toga{ drugite dve strani na ~etiriagolnikot 

}e bidat so dol`ina 4 .  
 Zna~i, negoviot perimetar e 1 2 4 4 11+ + + = .  
 
     Na crte`ot e daden pravoagolen triagolnik so strani 5, 12  

i 13 . Kolku e radiusot na polukrugot vpi{an vo nego?   
 Re{enie. Ako r  e radiusot na polukru`nicata 
vpi{ana vo pravoagolniot triagolnik, toga{ r  e radius 
na kru`nica vpi{ana ramnokrak traigolnik so osnova 
10  i krak 13 .  

 Toga{ P  na toj triagolnik e  
12 10

60
2

P
⋅

= = , a od 

druga strana  

A

B

C

KL

M

4 4

1
2

2

12

5
13
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13 13 10 36
18

2 2
P r r r

+ +
= = = . 

 Spored toa 18 60r = , odnosno 
60 10

18 3
r = = .    

 
     Na crte`ot e dadena geometriska 
figura koja {to se sostoi od dva kvadrati so strani 

4 cm  i 5 cm , triagolnik so plo{tina 28 cm  i isen~en 
paralelogram.  
 Kolku e plo{tinata na isen~eniot paralelogram vo 

2cm ?  
 Re{enie. Dve strani na triagolnikot imaat dol`ini 
5 cm i 4 cm , a tie strani zafa}aat agol α . Bidej}i 

negovata plo{tina e 28 cm  imame 
4 5 sin

8
2

α⋅ ⋅
= , od kade 

dobivame 
4

sin
5

α = .  

 Od druga strana, vrednosta na pogolemiot agol na isen~eniot 
paralelogram e  360 (90 90 ) 180β α α= − + + = −� � � � . 

 Da zabele`ime deka  sin sin(180 ) sinβ α α= − =� .  

 Sega, plo{tinata na paralelogramot e 24
5 4 sin 5 4 16 cm

5
P β= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = .  

    Pravoagolno par~e hartija 
so dimeнzii 4 cm 16 cm×  e preklopeno preku 

pravata {to minuva niz to~kite M  i N , taka 
{to temeto C  se sovpa|a so temeto A , kako {to e 
prika`ano na crte`ot. Kolku e plo{tinata na 
petagolnikot BNMDA?  

  Re{enie. Od samata konstrukcija e jasno 
deka  

 AB AD= , AN AM= , BN DM= ,  
odnosno ABN ADM∆ ≅ ∆ . Ako vovedeme oznaki 

AM x=  i DM y= , toga{  
2 2 2

16

4

x y

x y

+ =


− =
 

od kade dobivame 
17

2
x = , 

15

2
y = .  

Sega za baranata plo{tina dobivame  
17 15 15

22 2 2
4

4 32 25 47 cm
2 2

ABNMD
P

+ ⋅
= ⋅ + = + = . 

 
    Na crte`ot e prika`ana gradina 
so rozi. Beli rozi rastat vo ednakvite kvadrati, 
crveni rozi rastat vo tretiot kvadrat. @olti rozi 
rastat vo pravoagolniot triagolnik. Dol`inata i 
{irinata na gradinata e 16 m (vidi crte`).  
 Kolku e povr{inata zasadena со rozi?  

4
5

4 5

A

B C

DM

N

D

A

B C

DM

N

D

x

x

y

y

16 m

16 m
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 Re{enie. Ako a  e dol`inata na stranata na kvadratot na koi rastat beli 

rozi, toga{ 2a  e negova dijagonala i 2 2 16a = . Zna~i, 4 2 ma = , od kade 
dobivame: 

 -povr{ina со beli rozi e  2 2 2

1 2 2 (4 2) 2 16 2 64 mP a= = ⋅ = ⋅ ⋅ = ;  

 -povr{ina сo `olti rozi e    2

2

4 2 4 2
16 m

2 2

a a
P

⋅ ⋅
= = = ;  

 -povr{ina сo crveni rozi e   2 2 2 2 2

3 ( ) 2 64 mP a a a= + = = .  

 Zna~i, povr{ina сo rozi e  2 2

1 2 3 (64 16 64) m 144 mP P P P= + + = + + = .  

 
    Dol`inata na stranata na 
kvadratot ABCD  e 2 . To~kite E  i F  se sredini na 
stranite AB  i AD  soodvetno. To~kata G  od 

otse~kata CF  e takva {to 3 2CG GF= .  
 Kolku e plo{tinata na triagolnikot BEG ?  
    Re{enie. Neka FL  e sredna linija na 
kvadratot a T  e podno`je na normalata spu{tena od 
to~kata G  na FL .  

 Toga{ triagolnicite FTG  i FLC  se sli~ni, pa spored toa 
FG FC

GT CL
=  

odnosno 
3
5

1

FC FC

GT
= .  

 Zna~i, 
3

5
GT = . Spored toa, visinata na triagolnikot GEB  e ednakva na 

3 8
1

5 5
h = + = , a negovata plo{tina }e bide 

8
5

1 4

2 5
P

⋅
= = . 

 
    Квадратот даден на цртежот се 
состои од четири складни правоаголници и еден мал 
квадрат. Односот на плоштините на поглемиот и помалиот 

квадрат е 9 4 5+ . Колкав е односот на страните на 
правоаголниците?  
 Решение. Со a  и b  ќе ги означиме должините на 
страните на поголемиот и помалиот квадрат соодветно, а 
со x  и y  ќе ги означиме должините на страните на 

правоаголникот ( y x> ). Од условот на задачата имаме 
22

2
9 4 5

a a

b b

 + = =  
 

 
2

2(2 5)
a

b

  = + 
 

,  

па според тоа 2 5
a

b
= + .  

 Да забележиме дека a x y= +  и y b x= + . Но, тогаш 
1

( )
2

x a b= −  и 

1
( )

2
y a b= + , од каде добиваме  

A B

CD

E

F

G

L
T
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1
2 5 1 1 5 5 1

22 5 1 3 51

a

x a b b
ay a b

b

−− + − + −
= = = = =

+ + + ++
, 

што требаше да се определи.  
 

   Во трапезот ABCD  ( ||AB CD ) важи 232ACDP m∆ =  и 
213DCBP m∆ = . Одреди ја плоштината на трапезот ABCD . 

Решение. Да ги означиме подножјата на висините од темињата A  и B  на 

продолженијата на страната CD  со E  и F , соодветно. Нека ED x= , CF y=  и 

AE BF h= = . Тогаш a b x y= + +  и 
( )

232
2

ACD

b x h
P m∆

+
= =  и 

( )213
2

DCB

b y h
P m∆

+
= = . Плоштината на трапезот е 

( ) ( ) 2 2 232 13 45
2 2

b x b y ha b h
P m m m

+ + ++
= = = + = . 

   Пресметај ја плоштината на правоаголникот ABCD  даден 

на цртежот, ако 233cmAMDP∆ =  и CK BK= . 

 

Решение. ABK MCK∆ ≅ ∆  па CM AB a= = . 

Бидејќи 2 2
33cm

2
AMD

ab
P ab∆ = = = , па 

233cmABCDP =  

 
     
Во внатрешноста на триаголникот 
ABC  избрана е точка M . Низ 
точката M  повлечени се прави 

,p q  и r паралелни на страните 

,AB BC  и CA , соодветно. Нека P  

е пресечна точка на правата p  со 

BC , Q  е пресечна точка на q  со 

CA  и R  е пресечна точка на r  со 
AB . Докажи дека  

ABP BCQ CAR ABCP P P P∆ ∆ ∆ ∆+ + = . 

Решение. Триаголниците ABP  и 
ABM  имаат иста основа AB  и 
иста висина, бидејќи точките M  и 
P  лежат на иста права 
паралелна со основата, па важи  

ABP ABMP P∆ ∆= .  

Слично, BCQ BCMP P∆ ∆=  и  

CAR CAMP P∆ ∆= . Според тоа 
ABP BCQ CAR ABM BCM CAM ABCP P P P P P P∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆+ + = + + = . 
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   Одреди ја должината на средната линија на правоаголен 
трапез опишан околу кружница, ако растојанијата од центарот на кружницата до 
темињата на подолгиот крак се 6 и 8. 
Решение. Нека O  е центарот на кружницата. Тогаш 
MO  и NO  се симетрали на аглите кај темињата M  и 
N , па 

0 01 1 1
180 90

2 2 2
OMN ONM KNM LMN+ = + = =∢ ∢ ∢ ∢ , 

па OMN∆  е правоаголен. Следува 10MN = .  
Нека h  е висина во OMN∆  спуштена од O . Тогаш 

1 1
6 8 10

2 2
OMNP h∆ = ⋅ ⋅ = , т.е. 4,8h = . Значи и 4,8LE EK= = , па 9,6LK = .  

Бидејќи трапезот е тангентен следува дека KL MN LM KN+ = + , т.е. 

9,6 10 19,6LM KN+ = + = . Конечно, 
19,6

9,8
2

EF = = . 

 
    Даден е четириаголник ABCD . Отсечката која ги сврзува 
средините на страните AB  и CD , со дијагоналата AC  е поделена на два 
еднакви дела. Докажи дека ABC ADCP P∆ ∆= . 

 
Решение. Нека M  е средина на AB , а N  е средина на CD , а пресечната 
точка на AC  и MN  е O . Тогаш триаголниците AMO  и AON  имаат иста 

плоштина, бидејќи MO ON=  и висината спуштена од темето A  е еднаква. 
Слично триаголниците OMC  и NOC  имаат иста плоштина, па ACN AMCP P∆ ∆= . 

Бидејќи M  е средина на AB , а N  е 
средина на CD  следува дека 

AMC MBCP P∆ ∆=  и ACN ANDP P∆ ∆=  од каде 

следува дека 
ABC ADCP P∆ ∆= . 

 
 

   Точките M  и N  се 
средини на страните AB  и AC , 
соодветно, на триаголникот ABC . 
Точката P  лежи на страната BC  и важи 
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1

3
PC BC= . Правите CM  и NP  се сечат во точката O . Изрази ја плоштината 

на OPC∆  преку плоштината на ABC∆ . 

Решение. Нека ABCP P∆ = , 1OPCP P∆ =  и 2NOCP P∆ = . Заради 
1

3
CP CB=  следува 

дека 
1

3
CNP BNCP P∆ ∆= . Бидејќи BN  е тежишна линија за ABC∆  следува дека 

1 1

2 2
BNC ABCP P P∆ ∆= = . Оттука добиваме дека 

1 2

1

6
CNPP P P P∆+ = = . 

Натаму, M  е средина на AB  па важи AMO MOBP P∆ ∆=  и AMC MBCP P∆ ∆= . Од тоа што 

O  лежи на тежишната линија CM  следува дека 

AOC AMC AMO MBC MBO OBCP P P P P P∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆= − = − = . Бидејќи N  е средина на AC  

следува дека 22 2AOC NOCP P P∆ ∆= = . Слично, 13OBCP P∆ = . Значи, 1 23 2P P= . Оттука 

и од 
1 2

1

6
P P P+ =  добиваме дека 

1 1

3 1

2 6
P P P+ = , т.е. 

1

1

15
P P= . 

 

   Нека ABCD  е правоаголник со страни 2AB =  и 1AC = , и 
нека E  е средина на AB  и F  е средина на CD . Со центри во E  и F  и 
радиуси 1 конструирани се кружници. Докажи дека плоштината на делот 

зафатен меѓу кружниците е 
2 3

3 2

π
− . 

Доказ. Нека G  и H  се пресечните точки на 
кружниците. Јасно е дека четириаголникот 
EHFG  е ромб со страна 1 и триаголниците 
FEH  и FGE  се рамнострани со страна 1, 

па 60FEHα = = �
∢ . Значи, плоштината 1P  

на отсечокот FH  е  
2 2

1 исечокот 

1 60 1 3 3

360 4 6 4
FEH FEHP P P

π π
∆= − = − = −

. 
Бараната плоштина е 

1

3 3 2 3
2 4 2 4

4 6 4 3 2
EFHP P P

π π
∆

 
= + = + − = −  

 
. 

   Околу кружница со радиус r  
опишан е трапез чии агли при подолгата основа се 

,α β  и тие се остри. Докажи дека односот на 

плоштините на трапезот и кругот е  

2 1 1

sin sinπ α β
 

+ 
 

.  

Решение. Нека 1 1,C D  се подножјата на висините 

спуштени од C  и D  врз основата AB . Од 
1AD D∆  

добиваме 
2

sin

r
AD d

α
= = , а од 1BC C∆  имаме

2

sin

r
BC c

β
= = .  

A
1D 1C B

CD

d

a

b

c
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Трапезот е тангентен па важи a b c d+ = + . За плоштината на трапезот 
имаме  

( ) 22 2 1 1
2 2

2 sin sin sin sin

a b r r
P r c d r r r

β α α β
   +

= ⋅ = + ⋅ = + = +   
   

. 

А со оглед на тоа дека плоштината на кругот е 2r π , го добиваме бараниот 
однос. 
 
    Во рамностран триаголник со страна a  конструирани се 
три кружници со исти радиуси така што се допираат меѓу себи и тангенти на 
секоја од кружниците се две страни од триаголникот. Најди ја плоштината на 
делот од триаголникот што е надвор од кружниците. 
Решение. Нека 1O , 2O  и 3O  се центрите на кружниците, 

1r  нивниот радиус, CD  е висината на триаголникот 

спуштена од C  и нека E  и D  се ортогонални проекции 

на 
1

O  на AB  и CD , соодветно. Јасно, 1ED r=  и 
2

a
AD = . 

Правата 
1

AO  е симетрала на аголот CAB , па 

1 30O AE = �
∢ . Од правоаголниот триаголник 1AEO  

добиваме дека 1 1 12 2AO O E r= = , па  

2 2
2 2

1 1 1 1 1
4 3AE AO O E r r r= − = − = . Сега имаме 

1 13
2

a
AD AE ED r r= = + = +  

и оттука 
( )

( )
1

3 1

42 3 1

a a
r

−
= =

+
. 

Значи, бараната плоштина е 

( ) ( )
2

2 2
2

1

3 3 1 2 3 6 3 3
3 3

4 4 8
ABC

a a a
P P r

π π
π π∆

 − − +
= − = − = 

 
. 

    Две кружници со центри 1O  и 2O  и радиуси  4  и 1 се 

допираат однадвор в точката K . Правата AB  ја допира поголемата кружница 
во точката A  а другата во точката B . Пресметај ја плоштината на 
 а) трапезот 2 1ABO O  и триаголникот ABK  

 б) делот од рамнината ограничен со AB  и двете кружници 
Решение. а) Нека D  е втората пресечна точка на BK  со поголемата кружница 
а C  е втората пресечна точка на AK  со помалата 
кружница и нека M  е пресечната точка на заедничката 

тангента во K  со правата AB . Следува дека AM MK=  

како тангентни отсечки на едната кружница и BM MK=  
како тангентни отсечки на втората кружница, т.е. 

AM MK BM= = , па точките A , B  и K  лежат на 
кружница со центар M  и радиус AM , па аголот AKB  е 
прав. Значи и аглите AKD BKC  се прави, па AD  и CB  се дијаметри на 
кружниците. Следува DA AB⊥  и CB AB⊥ , т.е. ||AD BC , па AKD CKB∆ ∆∼ . 

 Според тоа 4
AD DK

BC BK
= = . Нека 1P  е плоштината на триаголникот BKC . 

Тогаш добиваме 
1

16
AKD

P P∆ = . Триаголниците AKD  и AKB  имаат заедничка 
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висина AK , па 4AKD

AKB

P DK DK

P KB BK

∆

∆

= = = , т.е. 4AKD AKBP P∆ ∆= . Од последново и 

116AKDP P∆ =  добиваме дека 14AKBP P∆ = . 

Правоаголните триаголници DKC  и CKB  имаат иста висина CK  и 4
DK

BK
= , па 

14DKCP P∆ = . 

Сега, плоштината на трапезот ABCD  е 125ABCDP P= . 

Од дуга страна AB  е висина на тој трапез. Нека H  е ортогонална проекција на 

2
O  на AD . Тогаш важи 2 1AH O B= =  па 1 3O H = . Од правоаголниот триаголник 

1 2O O H  добиваме 
2 2

2 1 2 1 4O H O O O H= − = . Значи, плоштината на трапезот е 

( )
2

1 1
(8 2)4 20

2 2
ABCDP AD CB O H= + = + = . 

Сега имаме 
1

20 25P= , па 
1

20 4

25 5
P = = . Оттука 

1

16
4

5
AKBP P∆ = = . 

б) Од правоаголниот триаголник 1 2O O H  добиваме 2
1 2

1 2

4
sin

5

O H
HO O

O O
= =∢ , па 

аголот 1 2HO Oα =∢  може да го определиме и 53,13α ≈ � , па плоштината 2P  на 

исечокот 1AO K  е 

2

1
2

2

360 45

AO
P

πα πα
= = . За плоштината 3P  на исечокот AK  

добиваме 
1

1 1
3 2

2 2 4 4 4 2 32
sin 1

45 2 45 2 5 45 5
AKO

O A O K
P P P

πα πα πα
α∆

⋅ ⋅
= − = − = − = − ≈ . 

 За аголот 2 1HO Oβ =∢  имаме 90β α= −� , па 

( ) ( )
2

2 2 1
sin 90 sin 90

2 2
KO B

KO BO
P β β∆

⋅
= + = +� � , па за плоштината 

4
P  на 

отсечокот BK  имаме 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2
4

90 901 1
sin 90 sin 90 0,7

360 2 360 2

O K
P

π β π β
β β

+ +
= − + = − + ≈

� �

� � . 

Бараната плоштина е ( )3 4

16
1 0,7 1,5

5
ABKP P P∆ − + ≈ − − = . 

   На кружницата со радиус R  повлечени се четрири 
тангенти кои формираат ромб со поголема дијагонала 4R . Определи ја 
плоштината на делот од рамнината што се наоѓа во ромбот и надвор од 
кружницата. 
Решение. Бидејќи OF  е радиус, следува дека 

2 2OC OF R= = . Триаголникот OMC  е 

правоаголен и OM R= , па следува дека 

30OCM = �
∢ , па 60MOC = �

∢  и 3MC R= . 
Спорд тоа плоштината на делот MCNF  е 

2
2

260
2 3

360 3

OM R
MC OM R

π π
⋅ − = − . 
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Натаму, 30DOM = �
∢ , па имаме cos30

MO

DO
=� , т.е. 

2

cos30 3

MO R
DO = =

�
, па 

добиваме 
2

2 2
24

3 3

R R
DM DO MO R= − = − = , па плоштината на делот 

LDME  е 

2
2 230

2
360 63

MO R R
MO DM

π π
⋅ − = − .  

Бараната плоштина е 
( )2 2 2 2

2 2 3
2 3 2

3 6 33

R R R R
P R

π π π    −
= − + − =      

. 

   Нека ABC  е рамностран триаголник со ортоцентар O  и 

страна a . Конструирана е кружница со центар во O  и радиус 
3

a
. Пресметај ја 

плоштината на делот од рамнината што е во триаголникот а надвор од 
кружницата. 

Решение. Бидејќи 
1 3

3 6

a
OD h a= = <  следува 

дека кружницата ги сече страните на триаголникот 
во по две точки. 

Триаголникот ODE  е правоаголен и 
3

6

a
OD =  и 

3

a
OE = . Значи, 

2 2
2 2 3

9 36 6 2

a a a OE
DE OE OD= − = − = = , па 

следува дека 30ODE = �
∢ , и оттука 60OED = �

∢ . Значи 120OEB OFB= = �
∢ ∢ , 

60EOF EBF= = �
∢ ∢  па четириаголникот OFBE  е ромб со страна 

3

a
. Притоа, 

триаголникот OFE  е рамностран и 
2 3 3

3 2 3

a a
OB = = . 

Значи, бараната плоштина е 

( )

2

2

3
60

33 33 3 3
2 360 18

aa a

a
P

π
π

  
  

  = − = − 
 

. 

 
   Sosednite to~ki (presekot na delbenite 
pravi) na kvadratnata {ema se na rastojanie 1 i na nea se 
izbrani {est to~ki(vidi crte`).  
 Koja e najmalata plo{tina na triagolnicite so temiwa vo 
dadenite (izbranite) to~ki?    
 Re{enie. To~kite koi se izbrani }e gi ozna~ime so 

, , , ,A B C D E  i F (kako na crte`ot). Rastojanijata pome|u 
izbranite to~ki se  
 

1, 17, 5, 5, 10, 10, 2 5, 26,

13, 10, 4 2, 29, 10, 17, 5.

AB AC AD AE AF BC BD BE

BF CD CE CF DE DF EF

= = = = = = = =

= = = = = = =
 

A
B

C

D

E

F
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Rastojanijata od to~kite , , ,C D E F  do pravata AB  se 1, 4,5,3 . Ako izbereme 
koja bilo druga prava opredelena so to~ki od dadenite {est to~ki, toga{ 
rastojanijata na ostanatite ~etiri do nea сe pogolemи od 1. Bidej}i AB  e 
otse~ka so najmala dol`ina, dobivame deka triagolnikot ABC  ima najmala 

plo{tina. Taa iznesuva 
1 1 1

2 2
ABCP

⋅
= = .  

 
     Otse~kata AB  povrzuva dve sprotivni temiwa na 
pravilen {estagolnik. Otse~kata CD  povrzuva sredni to~ki na dve 
sprotivni strani na {estagolnikot. Opredeli go proizvodot na dol`inite 
na otse~kite AB  i CD , ako plo{tinata na {estagolnikot e 60 .   
 
 Re{enie. Ako a  e dol`inata na stranata na 
{estagolnikot, od uslovot na zada~ata imame  

  
2 3

60 6
4

a
= ,      2 40

3
a = , t.e. 

40

3
a = .  

Spored toa, 
40

2 2
3

AB a= = . Otse~kata CD  ima dol`ina 

2CD h= , kade h  e visina na ramnostran triagolnik so strana a . Spored toa 

3 40
2 2 3

2 3

a
CD h= = = .  

 Kone~no,  
40 40

2 3 2 40 80
3 3

AB CD⋅ = ⋅ = ⋅ = .  

   

 

   Krug e vpi{an vo kru`en ise~ok 
(krugot gi dopira dvata radiusi i lakot na ise~okot). 
Radiusot na ise~okot e 3 pati pogolem od radiusot na 
krugot. Najdi go odnosot na plo{tinite na ise~okot i 
krugot. 
 Re{enie. Krugot k(S, r) e vpi{an vo kru`niot ise~ok 
AOB i zatoa S le`i na simetralata na agolot AOB. Neka 
C e to~kata vo koja k(S,r) go dopira radiusot OA. Toga{ 
triagolnikot OCS e pravoagolen, a od uslovot vo 

zada~ata imame 2OS r= . Bidej}i hipotenuzata na 

triagolnikot OCS e dva pati pogolema od katetata SC ( 2OS r= , SC r= ), 

sleduva deka agolot COS e agol od 30o. Toga{ 60AOB∠ = �  i zatoa 

plo{tinata na kru`niot ise~ok AOB e 2 2

1

60 3
(3 )

360 2
P r rπ π= =

�

�
. Plo{tinata 

na krugot k(S, r) e 2

2P r π= , pa toga{ 1

2

3

2

P

P
= .     

 
 

    Даден е квадрат ABCD  со страна 3cm . Точката E  е 

средишна точка на страната AB  и { }AC DE F∩ = . Одреди ги плоштината и 

периметарот на AEF∆ .   

A

B
C

D
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Решение. Од сличноста на AEF∆   и CDF∆   следува 

1 2

3
: : 3

2
h h =  и 1 2 3h h+ = , па се добива 1 1h cm=   и 2 2h cm= . 

Плоштината на AEF∆  е 2

1

3
1

32

2 4
P cm

⋅
= = . Останува да ги 

одредиме должините на страните AF   и EF   на AEF∆ . 

Бидејќи 0 1sin 45
h

AF
=   имаме дека 2AF cm= . Од 

Питагоровата теорема за AED∆   имаме дека 
3 5

2
DE cm= . Од сличноста на 

AEF∆   и CDF∆    следува дека : 1: 2EF FD = , од каде со користење на 

3 5

2
DE cm EF FD= = +  се добива дека 

5

2
EF cm= . Конечно бараниот 

периметар е 
3 5

2
2 2

L cm
 

= + +  
 

. 

   Дали постои триаголник кај кој сите висини се помали од 
1cm , а неговата плоштина е поголема од 21m  ? Образложи го одговорот. 

Решение. Да го разгледаме правоаголникот ABCD   со страни 1AB cm=   и 

500BC m= . Пресечната точка на дијагоналите да ја означиме со O . Тогаш 
триаголникот AOD   ги исполнува условите на задачата. 
 
   За два конвексни четириаголници запишани се должините 
на нивните страни и дијагонали во неопаѓачки редослед. Ако двата записи се 
еднакви, дали мора четириаголниците да бидат складни? Образложи. 
Решение. Не мора! Разгледај ги четириаголниците: рамнокрак трапез со основи 
4cm   и 2cm   и висина 1cm   и делтоид со дијагонали 1 4d cm=   и 2 2d cm= , така 

што 1d   е оска на симетрија, а со пресекот на дијагоналите е поделена во однос 

1: 3 . 
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   Пресметај ја плоштината на фигурата на цртежот. 
 

 
 
Решение. 1 начин)  

 
4 2 2 3 4 1 1 4

3 4 23
2 2 2 2

ABCDEFG HBC CDE GEF AIG AHEIP P P P P P
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= + + + + = + + + + ⋅ =   

2 начин) Со помош на Пиковата теорема. 
Нека е даден многуаголник чии темиња се точки во рамнината со целобројни 
координати. Ако v   е бројот на внатрешни точки со целобројни координати, а g   

е бројот на точки со целобројни координати кои лежат на страните на 

многуаголникот, тогаш 1
2

g
P v= + − . 

Пример 138:                                     
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На цртежот се означени само точките со целобројни координати, па според тоа 

17v = , 14g = , па 
14

17 1 23
2

P = + − =   

 
 
 
 
   Во правоаголникот ABCD   нацртана е кружница. Точките 

, ,W X Y   и Z   лежат на кружницата така што правите , ,AW BX CY   и DZ   се 

тангенти на кружницата. Одреди ја должината на DZ , ако 3, 4AW BX= =   и 

5CY = . 
Решение. Од Питагоровата теорема имаме: 

 
2 2 2 2 2 2 2 2

2r AO AW BO BX CO CY DO DZ= − = − = − = −  од каде се добива: 
2 2 2 2

AO BO AW BX− = −  и 
2 2 2 2

DZ CY DO CO− = −               (1) 
Нека PQ   минува низ центарот на кружницата и е нормална на AB   и CD . 

Повторно, од Питагоровата теорема имаме: 

Пример 139:                                     
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( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

AO BO AP PO BP PO

DQ QO CQ QO

DO CO

− = + − + =

= + − + =

= −

 

Со замена во (1) се добива дека  
2 2 2 2

DZ CY AW BX− = − , т.е. 
2 2 23 4 5 3 2DZ = − + = . 

 
   Докажи дека плоштината на правоаголен триаголник е 
еднаква на производот на отсечоците p   и q   на кои впишаната кружница ја 
дели хипотенузата. 
Решение. За плоштината на ABC∆   важи: 

( )( ) 2

2 2 2

p r q rAC BC pq pr qr r
P

+ +⋅ + + +
= = =                  (1) 

Од Питагоровата теорема имаме: 
2 2 2

AC BC AB+ =   т.е. 

( ) ( ) ( )2 2 2
p r q r p q+ + + = + , односно 

2pr qr r pq+ + = . 

Со замена во (1) се добива 
2

2

pq
P pq= = . 

 
   Во четириаголникот ABCD , 
почнувајќи од страната AB , секоја соседна страна е 
поголема од претходната за 2cm . Пресметај ја 
плоштината на четириаголникот ако неговиот 
периметар е 36L cm=   и AC   е симетрала на аголот 
во темето A . 
Решение. Ако означиме 

, 2, 4, 6AB x BC x CD x DA x= = + = + = + , тогаш 

4 12 36x + =   т.е. 6x cm= , па страните на четириаголникот се 

6 , 8 , 10 , 12AB cm BC cm CD cm DA cm= = = = . 

Избираме точка E   која лежи на AD   и 6AE cm= . Тогаш ABC AEC∆ ≅ ∆  

(признак САС), па 8EC BC cm= = . Според тоа ECD∆   е правоаголен со прав 

агол во темето E , а од 6AE ED cm= =   следува дека ACD∆  е рамнокрак, па 

10AC cm= . Конечно плоштината на четириаголникот се добива како збир од 
плоштините на 3 складни правоаголни триаголници со катети 6cm   и 8cm , т.е. 

26 8
3 72

2
ABCDP cm

⋅
= ⋅ =   

 
 
 
 
 
 
 
 

Пример 140:                                     

Пример 141:                                     
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1. Во ромб е впишана кружница со радиус r . Изрази ја должината на страната 
на ромбот преку радиусот, ако е познато дека таа е четири пати помала од 
збирот на дијагоналите. 
2.    Пресметај ја плоштината на рамнокрак трапез со основи 40cm   и 24cm  чии 
дијагонали се заемно нормални. 
3. Докажи дека плоштината на рамнокрак трапез со основи a   и b  и заемно 

нормални дијагонали е 
2

2

a b+ 
 
 

. 

4. Во квадрат со страна a   впишан е друг квадрат чии темиња ја делат страната 
на првиот квадрат во однос 1: 4 . Одреди го односот на плоштините на 
квадратите.  
5. Пресметај ја плоштината на трапезот со основи 9a cm= , 3b cm=   и краци 

8c cm=   и 10d cm= . 
6.  Даден е правоаголник ABCD   со страни 8cm   и 6cm . Со дијагоналата AC   
поделен е на два триаголници во кои се впишани кружници. Одреди го збирот 
од плоштините на кружниците.  
7. Кружницата k   е опишана околу правилниот 
шестаголник ABCDEF  со страна 6a cm=  , а 1k   е 

кружницата впишана во триаголникот ACE . 
Пресметај ја плоштината на кружниот прстен 
образуван од кружниците k   и 1k . 

8. Пресметај ја плоштината на осенчениот дел ако 
сите кружници имаат радиус 1cm . Притоа четирите 
кружници имаат центри во темињата на квадратот 
и ја допираат петтата кружница однадвор.  
 
9. На цртежот точките , ,P Q R   и S   се средини на 

квадрат со страна 6a cm= . Одреди ја плоштината на 
исенчената фигура, ако должините на лаците PQ   и 

RS  се една четвртина од должината на две 
кружници. 
 
 
 
 
 
 
 
 
10. Квадратот ABCD   има страна 12cm   и околу секое 
негово теме се опишани кружници со радиус 6r cm= . 
Одреди ја плоштината на исенчената фигура. 
 
 
 

   ЗАДАЧИ ОД НИВО В И НИВО Г  



267 
 

 
 
11. Докажи дека плоштината на ARBELOS е еднаква на плоштината на кругот 
чиј дијаметар е отсечката која е нормална на најголемиот дијаметар, минува 
низ допирната точка на помалите полукругови, а завршува на најголемата 
полукружница. 
12. Во круг со радиус r  од иста страна на центарот повлечени се две 
паралелни тетиви така што едната гради централен агол од 060 , а другата од 

045 . Пресметај ја плоштината на делот од кругот зафатен межу тетивите. 
13. Плоштината на кружен прстен е еднаква на k . Радиусот на поголемата 
кружница е еднаков на должината на помалата. Најди го радиусот на помалата 
кружница. 
14. Најди ја плоштината на кругот впишан во правоаголен триаголник, ако 
висината спуштена кон хипотенузата ја дели хипотенузата на отсечки со 
должина 25,6m  и 14, 4m . 

15. Во рамнокрак трапез, опишан околу круг, остриот агол е еднаков на α . 
Најди го односот на плоштината на кругот и плоштината на трапезот. 
16. Основите на трапез се 4  и 16  и околу него може да се опише кружница и во 
него може да се впише кружница. Најди ги радиусите на тие кружници. 
17. Кај правоаголен триаголник со дијаметри неговите страни констуирани се 
кругови. Тогаш збирот од плоштините на круговите со дијаметри катетите е 
еднаков на плоштината на кругот со дијаметар хипотенузата. Докажи! 
18. На кружница со радиус r  повлечени се четири тетиви кои формираат ромб 
со поголема дијагонала 4r . Најди ја плоштината на фигурите ограничени со 
две тангенти и соодветниот лак од кружницата.  
19. Најди ја плоштината на правоаголен трапез со остар агол α  ако во него е 
впишан круг со радиус r . 
20. Од темето на тапиот агол на ромбот спуштени се нормали на неговите 
страни. Секоја од нормалите има должина a , а растојанието меѓу нивните 
подножја е k . Најди ја плоштината на ромбот. 
21. Периметарот на ромбот е 2 p , збирот на неговите дијагонали е c . Најди ја 
плоштината на ромбот. 
22. Во правоаголник со страни 3  и 4  впишан е друг правоаголник чии страни се 
однесуваат како 1:3 . Најди ја плоштината на тој правоаголник. 
23. Во кружница е впишан рамнокрак триаголник со основа со должина k  и агол 
при основата α . Надвор од триаголникот е конструирана кружница која ја 
допира првата кружница и ја допира основата на триаголникот во нејзината 
средина. Најди ја плоштината на вториот круг.  
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Задачи со заокружување: 
 
1. А (5)(    ) Плоштината  на ромб со страна  и дијагонали  и  се 

пресметува со формулата: 

А)  Б)  В)  Г)  Д) друг одговор 

 

2. Б (5)(    ) Плоштината  на рамнокрак трапез со основи , и 
остар агол  изнесува: 
А)   Б)  В)  Г)  Д) друг одговор 
 
3. В (5)(    ) Радиусот  на кружницата впишана во рамностран триаголник  со 
страна  изнесува: 

А)   Б)  В)  Г)  Д) друг одговор 

4. Г(5)(    ) Ако дијагоналите на ромбот се  и , тогаш висината на ромбот е  

А)                     Б)                     В)          Г)            Д) друг одговор              

Задачи со дополнување: 
 

5. А (5)(    ) Рамностран триаголник со плоштина  има висина          
_____________________  

 
6. Б (5)(    ) Кружен исечок со плоштина  и централен агол  е дел 
од кружница со периметар ___________  
 

7. В (5)(    ) Рамнокрак трапез со основи ,  и крак  има 
висина __________________  
 
8. Г (5)(    ) 8. Ромб со плоштина  кај кој дијагоналите се однесуваат 
како  има периметар ___________  
 
Задачи со целосна постапка: 
 

9. А (15)(    ) Даден е триаголник со страни ,  и . Пресметај го 
радиусот на опишаната кружница околу триаголникот 
 

10. Б (15)(    ) Во рамнокрак трапез со основи 18cm  и 8cm  е впишан круг. 
Пресметај ја плоштината на кругот. 
 

11. В (15)(    ) Пресметај ја плоштината на кружниот прстен образуван од 
опишаната и впишаната кружница на рамностран триаголник со страна .a  
 

12. Г (15)(    ) Триаголникот има една страна 1 и внатрешните агли на таа 
страна се 030  и 045 . Најди ги периметарот и плоштината на триаголникот. 
 

 
 

P a
1d 2d

( )1 2

2

d d a
P

+ ⋅
= 1 2

2

d d
P

+
=

1P a d= ⋅ 1 2

2

d d
P

⋅
=

P 12cma = 6cmb =
045α =

2108cm 254cm 236 2cm 227cm

r

3a cm=
23cm 21cm

2
26cm 21cm

4

a 3a

3

2

a
a

3

3

a 3

4

a

224 3P dm=
h= dm

242 cmP π= 060

L= cm

32cma= 12cmb= 26cmc=
h= cm

224P dm=
3:4 L= dm

25cm 24cm 7cm

Бодови (Оценка) 0-26   (1) 27-42 (2) 43-60 (3) 61-76 (4) 77-100 (5) 

  ПИСМЕНА РАБОТА  7 
 



Решенија, одговори и упатстава 

 

                  
( )2 2 2

1 2 1 2 1 22 Rez z z z z z+ = + +            

           ( )2 2 2

1 2 1 2 1 22 Rez z z z z z− = + −   

  

 

 

                     

                                                                      

 

      

qcb
b

q

c

b

b

q

c

b

=⇒=⇒










=α

=α
2

cos

cos

           

pca
a

p

c

a

a

p

c

a

=⇒=⇒










=α

=α
2

sin

sin

 

      
                                           

( )
12

421411 2

2,1 ⋅

−⋅⋅−±−
=x

 

 

 

 

 

 

p
 

q
 

p q⇒
 

q p⇒  
1F  

⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊥ 

⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ 
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 1. а) ⊥  б) ⊤   в) ⊥  г) ⊥                      2.  Б                             3.  Б и В      

4.  а) 3 5>   б) 7 3≤          в) ( )( )5 |x x∀ ∈ /ℕ             г) ( ) ( )2 3x x∃ ∈ + =ℕ     

5.  а) ⊤   б) ⊤   в) ⊥  г) ⊤       

6.  а), в), г) се тавтологии  б) неутрална     

7.  а) { } { } { } { } { }1,2,3,4,5,6 , 3,4 , \ 1,2 , \ 5,6 , 1,2,5,6A B A B A B B A A B∪ = ∩ = = = =△ ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }\ \ 1,5 , 1,6 , 2,5 , 2,6A B B A× = .      

8.  ( ) { }0,4,8,12,16,20
P x

M = , ( ) ( ) { }' \ 1,2,3,5,6,7,9,10,11,13,14,15,17,18,19
P x P x

M D M=       

9.  ( ) ( ){ }, ,
3, 4,5

P x y z
M =                

10.  Равенството важи       

11.   а) 0 0 0x y x y= ∧ = ⇒ + =   б) 0 0 0x y x y= ∨ = ⇒ ⋅ =    

12.  F (⊤)= ⊤ ,F (⊥)=⊥ F ( F (⊤))= ⊤      

13.  Во третата е црното , во првата е зеленото, во втората кутија е белото топче.     

14. а) 2x =    б) 5x =   в) { }1,5x =      

15. Само кафе пијат 39-16=23 наставници, само чај 28-16=12, ниту кафе, ниту чај 60-
(23+13-16)=9.                         

16.  а) ( )pτ =⊤   б) ( )pτ =⊤   в) ( )pτ =⊤ , ( )pτ =⊥   

17.  а) ( )pτ =⊥ б) ( )qτ =⊤                                 

18. ( ) ( )( )1 :1| 4 1| 2 , 1F F⇒ τ =⊤; ( ) ( )( )2 : 2 | 4 2 | 2 , 2F F⇒ τ =⊤; 

( ) ( )( )3 :3 | 4 3 | 2 , 3F F⇒ τ =⊤
     

19. а , в    

20. Тврдењето е изведено, користено е основното тврдење  ( ) 0c c+ − =                                                                                                    

21.     

 

 

 

 

 

                                
 

 
 
 
 
 
 
  

p
 

q
 

p¬
 

q¬
 

p q¬ ∨  q p¬ ∨  
1F  

⊤ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ ⊥ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ 

⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

p
 
q

 
p q⇒

 
q p⇒  

1F  

⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊥ 

⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ 

Решенија на задачите од ниво А и ниво Б од тема 1:  
Математичка логика 
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 1.         

p
 

q
 r  q r∧  ( )p q r∨ ∧  

p q∨  p r∨  ( ) ( )p r q r∨ ∧ ∨  F
 

⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ 

                                

p
 
q

 r  p q∧  ( )p q r∧ ∨  
p r∨  q r∨  ( ) ( )p r q r∨ ∧ ∨  F

 

⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊥ ⊤ 

                                                                                           

2. Слично како задача 1       

3.  а) 

p
 

q
 

p¬  q¬  p q⇒  q p¬ ⇒ ¬  F
 

⊤ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥ ⊥ ⊤ ⊥ ⊥ ⊤ 

⊥ ⊤ ⊤ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ 

⊥ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ 

 

 

Решенија на задачите од ниво В и ниво Г од тема 1:  
Математичка логика 
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б) Од табелата за еквиваленција: 

A  B  A B⇔  

⊤ ⊤ ⊤ 

⊤ ⊥        ⊥   1. 

⊥ ⊤        ⊥   2. 

⊥ ⊥ ⊤ 

Добиваме дека треба да покажеме два случаи дека се контрадикторни. 

1. ( )p qτ ⇒ =⊤                               ( )q pτ ¬ ⇒ ¬ =⊥ 

    ( )pτ = ⊤  ( )qτ =⊤                       ( )qτ =⊥   ( )pτ = ⊤   

    ( )pτ = ⊥  ( )qτ =⊤                       конртадикција 

    ( )pτ = ⊥  ( )qτ =⊥                         

2. ( )q pτ ¬ ⇒ ¬ =⊤                         ( )p qτ ⇒ =⊥ 

    ( )qτ =⊥  ( )pτ = ⊥                       ( )pτ = ⊤  ( )qτ =⊥    

    ( )qτ =⊤  ( )pτ = ⊥                       контрадикција 

    ( )qτ =⊤  ( )pτ = ⊤                        

в)      p q q p⇒ ⇔ ¬ ⇒ ¬  

p q q p

p q p q

⇔ ¬ ∨ ⇔ ¬¬ ∨¬

⇔ ¬ ∨ ⇔ ¬ ∨
 

⇔ ⊤ 

 

4.       p q p q⇒ ⇒¬ ⇒¬
 

 

( )
p q p q

p q p q

⇔ ¬ ∨ ⇒ ¬ ⇒ ¬

⇔ ¬ ¬ ∨ ∨¬ ⇒ ¬  

( )
( )( )
( )( )

p q p q

p q p q

p q p q

⇔ ∧¬ ∨¬ ⇒¬

⇔ ¬ ∧¬ ∨¬ ∨¬

⇔ ¬ ∧¬ ∧ ∨¬
 

( )( )
( ) ( )

( )

p q p q

p p q p q

q p q

⇔ ¬ ∨ ∧ ∨¬

⇔ ¬ ∧ ∨ ∧ ∨¬

⇔ ⊥ ∨ ∧ ∨¬
 

( ) ( )q q p q⇔ ∨¬ ∧ ∨¬
 

⇔⊤ ( )p q∧ ∨ ¬
 

⇔ p q∨¬ . 
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5.  ( ) ( )p q q p q⇒ ∧¬ ⇒ ⇔
                                                            

( ) ( )p q q p q⇔ ¬ ∨ ∧¬ ⇒ ⇔ - замена за импликација                  

( ) ( ) ( )p q q q p q⇔ ¬ ∧¬ ∨ ∧¬ ⇒ ⇔ - дистрибутивен закон                            
 

( ) ( ) ( )p q q q p q⇔ ¬ ∧¬ ∨ ∧¬ ⇒ ⇔ - противречност и  A∨⊤ A⇔     

( ) ( ) ( )( )p q p q q p⇔ ¬ ¬ ∧¬ ∨ ¬ ∧¬ ∨ ∧ - замена за импликација и еквиваленција             

( ) ( )( ) ( )p q p q q p⇔ ¬ ¬ ∧¬ ∨ ¬ ∧¬ ∨ ∧ - асоцијативен закон                                                          

⇔
    

⊤ ( )q p∨ ∨     - ( A A¬ ∨ ⇔⊤)    
                                                                                                           

⇔
    

⊤    - (⊤ A∨ ⇔ ⊤)    
                                                                                                            

6.  ( ) ( ) ( )p q p r p q r⇒ ∧ ⇒ ⇔ ⇒ ∧
                                                            

( ) ( ) ( )p q p r p q r⇔ ¬ ∨ ∧ ¬ ∨ ⇔ ¬ ∨ ∧ - замена за импликација                  

( ) ( )p q r p q r⇔ ¬ ∨ ∧ ⇔ ¬ ∨ ∧ - дистрибутивен закон                            
 
                                                    

⇔
    

⊤    - ( A A⇔ ⇔ ⊤) 

7.
 
( ) ( )p q p q p¬ ⇒ ∧ ¬ ⇒ ¬ ⇔

                                                            

( ) ( )p q p q p⇔ ∨ ∧ ∨¬ ⇔ - замена за импликација                                                   

( )p q q p⇔ ∨ ∧¬ ⇔ - дистрибутивен закон                                                                                      

⇔
    

p∨⊥ p⇔      - (q q∧¬ ⇔ ⊥)    
                                                                                                           

                  

( )p p⇔ ⇔ -  ( p∨⊥ p⇔ )                                                                                                         

⇔
    

⊤    - ( A A⇔ ⇔ ⊤)    
                                                                                                                       

 

  8. Бидејќи ( )p p q∧ ∨
  

( ) ( )p p p q⇔ ∧ ∨ ∧
   

( )p p q⇔ ∨ ∧
                                                                            

доволно е да покажеме:
 

( )p p q p∨ ∧ ⇔
                   

( )( ) ( )( )p p q p p p p q⇔ ∨ ∧ ⇒ ∧ ⇒ ∨ ∧ - замена за еквиваленција 

( )( )( ) ( )( )( )p p q p p p p q⇔ ¬ ∨ ∧ ∨ ∧ ¬ ∨ ∨ ∧ - замена за импликација 

( )( ) ( ) ( )( )p p q p p p p q⇔ ¬ ∧ ¬ ∨¬ ∨ ∧ ¬ ∨ ∨ ∧ - Де Морганови закони        

( ) ( )( )p p p q⇔ ¬ ∧¬ ∨ ¬ ∨¬ ∧  (⊤ ( )p q∨ ∧ ) - дистрибутивен закон и  - (⊤ A∨ ⇔ ⊤)                 

( )( )p p p p⇔ ¬ ∨ ¬ ∧¬ ∨ ∧⊤        - (⊤ A∨ ⇔ ⊤)                                                                      

⇔
 
⊤

 
∧ ⊤

                                                                                                                                      
⇔

 
⊤

                                                                                                     
                                

                                                                                                           
 
9.  Јанко –оцена 2 ; Љупчо–оцена 3 ; Горан –оцена 5 ; Валентин –оцена 4                            
 
10.  А-син ; В-црвен ; С- бел        
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11. : : :p x A q x B r x C∈ ∈ ∈    

( )x∀  ( ( p ⊻ )q r∧¬ ⇔ ( p ⊻ )r ( )q r∧¬ ∧¬  е тавтологија                                                          

 

12. Ставајќи : : :p x A q x B r x C∈ ∈ ∈    се добива Дедекиндовата тавтологија                    

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )x p q q r r p p q q r r p∀ ∨ ∧ ∨ ∧ ∨ ⇔ ∧ ∨ ∧ ∨ ∧                                                                   

 

13. 
2 2 2:p a b c ab ac bc+ + = + +   

                             ⇓  
2 2 2

1 : 2 2 2 2 2 2 0r a b c ab ac bc+ + − − − =   

                             ⇓  

( ) ( ) ( )2 2 2

2 : 0r a b a c b c− + − + − =   

                             ⇓  

              

( )

( )

( )

2

2

3

2

0

: 0

0

a b

r a c

b c

 − ≥



− ≥


− ≥

  

                             ⇓  

:q a b c= = , т.е. триаголникот е рамностран 

 

14.               : ,p x y∈ℝ   

                             ⇓  

               
1 :

x x x
r

y y y

 − ≤ ≤

− ≤ ≤

  

                             ⇓  

          ( )2 :r x y x y x y− + ≤ + ≤ +   

                             ⇓  

               
:q x y x y+ ≤ +   

                         
15.                                       

: , ,a b cp s s s  се симетрали на страните на ABC△ . 

                             ⇓  

               
1 2: :

OA OB

r OA OC r OA OB OC

OB OC

 =


= ⇒ = =
 =

  

                                                   ⇓  

:q O  е центар на опишана кружница.        
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 Забелешка: Ако земеме дека M е друга точка во која се сечат симетралите на страните, 

добиваме AM BM CM= = , што значи дека .O M≡  

 
16. 

    : , ,a b cp s s s  се симетрали на аглите на ABC△ . 

                             ⇓  

               

1 1

1 1 1 2 1 1 1

1 1

: :

OM O P

r O P O N r O P O N OM

O N OM

 =


= ⇒ = =


=

  

                                                   ⇓  

    1:q O  е центар на впишана кружница.   

Забелешка: Ако земеме дека 2O  
е друга точка во која се сечат симетралите на аглите, 

добиваме 
2 2 2O P O N O M= = , што значи дека 1 2.O O≡  

 

17. :p  ABC△ е правоаголен и , ,a b ct t t  се тежишни линии 

                ⇓  

  

2
2 2

1 2
2 2

4
:

4

a

b

a
t b

r
b

t a


= +

⇒
 = +

( )2 2 2 2

2

5
:

4
a br t t a b+ = +  

                 ⇓  

    
2 2 2

3

5
: 2

4
a b cr t t c c t+ = ∧ = ⇒ 2 2 2: 5a b cq t t t+ =  

 

18. 1 2 3: , ,p h h h  се висини и 

22

1 1

2 3

1
h h

h h

  
+ =  

   
 и 1 2 3, ,a a a  се соодветни страни во .ABC△  

⇓  

3 31 1 2 2
1 :

2 2 2

a ha h a h
r P= = =  

⇓  

1 2
22

2 1 1 1
2

31 2 3

3 1

: 1

h a

h a h h
r

ah h h

h a

 =   
∧ + =   

    =


 

⇓  
2 2

32
3

1 1

: 1
aa

r
a a

   
+ =   
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⇓  
2 2 2

4 2 3 1:r a a a+ =  

⇓  

:q ABC△  е правоаголен 

 
19. 

                                       

 Да ја означиме со P  средината на отсечката AT , 

а со Q  средината на отсечката BT и да ги 

воочиме MNT△  и QPT△ .  Отсечката MN  е 

средна линија на ABC△ , а PQ  е средна линија на 

ABT△ , па ||MN AB  и 
1

2
MN AB= ⋅ , а ||PQ AB  и 

1

2
PQ AB= ⋅ . Значи, ||MN PQ  и MN PQ= .                                     

Потоа, 1 3=∢ ∢  односно 2 4=∢ ∢  како наизменични агли на трансверзалата AN , 

односно BM  од паралелните прави  MN  и PQ . Од тоа следува дека MNT QPT≅△ △  

(според признакот АСА). 

Од складноста на MNT△  и QPT△  следува дека PT TN= , а бидејќи AP PT TN= =  , 

односно  
2

3
AT AN= ⋅  . 

20.  

Нека тежишните линии AN  и BM  од ABC△  се 

сечат во точката T , а да претпоставиме  дека 
тежишните линии AN  и CL  се сечат во точката 

1T . Да ги воочиме сега 1PRT△  и 1LNT△  каде што 

P  е средина на отсечката и 1AT , а R  е средина 

на 1CT . Лесно се заклучува дека 1 1PRT LNT≅△ △  

од каде што ќе добиеме 1

2
.

3
AT AN= ⋅                                 

Ако го споредиме овој резултат со резултатот 
2

3
AT AN= ⋅  ќе добиеме 

1AT AT= . Но, 

бидејќи  T  и 1T  се точки од тежишната линија AN , следува дека равенството 
1AT AT=  

е можно само ако 1.T T≡  

Со тоа докажавме дека тежишните линии во било кој триаголник се сечат во една точка, 
што е оддалечена од секое теме за две третини од должината на соодветната тежишна 
линија.  
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21. 

Низ темињата  A , B  и C  на ABC△  

се повлечени прави што се паралелни 
на спротивните страни. Тие го 

образуваат помошниот 1 1 1ABC△ . Да го 

разгледаме 1ABC△  и ABC△ . Ако 

правата BC  ја земеме за 

трансверзала на паралелните прави  

AB  и 1 1A B , тогаш  1β = β  како 

наизменични агли. Исто така,ако 
истата права  BC  ја земеме за 

трансверзала на паралелните прави  

AC  и 1 1AC , тогаш  1γ = γ  како 

наизменични агли. Поради тоа што  1β = β , 1γ = γ  и поради тоа што отсечката BC  им е 

заедничка страна, според признакот АСА, триаголниците ABC  и 1ABC  се складни, од 

каде што следува дека 
1AB CA= . Аналогно се докажува и складноста на триаголниците 

ABC  и 1ABC , од каде што добиваме дека 
1AB CB= . Од 1 1||AB AB  и 

1 1,AB CA AB CB= = , 

(т.е. отсечката AB  е половина од отсечката 1 1AB ), заклучуваме дека AB  е средна линија 

на 1 1 1ABC△ . Значи, A , B  и C  се средини на страните 1 1BC , 1 1C A  и 1 1AB на 1 1 1ABC△ .          

Сега, лесно се заклучува дека правите што се определени со висините на ABC△  во исто 

време се и симетрали на страните на 1 1 1ABC△ . Бидејќи, пак, овие последниве се сечат во 

една иста точка, следува дека и правите определени со висините на триаголникот се 
сечат во една иста точка.                       
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 1. В     2.  Д       3.  Г      4.  Б      5. ( ) ( )\A B A B∪ ∩  или A B△ .  6. Логичко следство    

7.
 

p p¬¬ ⇔ ;  Скопје е главен град на Р. Македонија     8. ( ) ( ).P x Q x
M M∪                                                                

9. { } { } { } { } { }6 , 2,3,4,6,8,9 , \ 2,4,8 , \ 3,9 , 2,3,4,8,9A B A B A B B A A B∩ = ∪ = = = =△                      

10. Имаме ( )p q p q¬ ∨ ⇔ ¬ ∧¬ . Значи 2 3 6+ ≠  и 3 не е делител на 6.                                          

11.           : 2 | 3 | 5 |p x x x∧ ∧   

                             ⇓  

                  
1

2

: 3 , ,

5

x a

r x b a b c

x c

=


= ∈
 =

ℤ

 

                             

⇓

 

                  

2

15 30

: 10 30 , ,

6 30

x a

r x b a b c

x c

=


= ∈
 =

ℤ   

                             ⇓  

 ( )3 :10 6 15 30 30 ,r x x x b c a d d+ − = + − = ∈ℤ   

                             ⇓  

                        : 30 |q x   

1 1 2 2 3 3, , ,p r r r r r r q

p q

⇒ ⇒ ⇒ ⇒

⇒
 - Хипотетичен силогизам;   

,p q p

q

⇒
 - Модус поненс                                                                                                                                

Значи,  30 | x  е правилно изведен заклучок. 

12. ( ) ( ) ( )p q q r r p∧ ∨ ∧ ∨ ∧
                                                            

( )( ) ( )p q r q r⇔ ∧ ∨ ∨ ∧                                                                                                

( )p A B⇔ ∧ ∨                                                                                                          
 

( ) ( )p B A B⇔ ∨ ∧ ∨                                                                                       

( )( ) ( )( )p q r A q r⇔ ∨ ∧ ∧ ∨ ∧                                                              

( ) ( )( ) ( ) ( )( )p q p r A q A r⇔ ∨ ∧ ∨ ∧ ∨ ∧ ∨                                                                                                            

( ) ( )( ) ( ) ( )p q p r q r q q r r⇔ ∨ ∧ ∨ ∧ ∨ ∨ ∧ ∨ ∨
                     

                                                                

⇔ ( ) ( ) ( )p q q r r p∨ ∧ ∨ ∧ ∨
             

                                     

  Решение на писмена работа 1 
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 1. В         2.  
13

12
        3. 

�117,82       4. ''36'5730 �     5. 
���� 68,2,36sin,62cos tgctg          

6.  а) 
�40=α  б)

�18=α         7.  
10

3
−        8. в      9.  1       10.  2         11.   3        12.  

3

4
      

13.  
13

12
        14. 

40

9
sin,

9

40
,

41

40
sin =α=α=α tg         15. 

7

24
,

25

24
cos,

25

7
sin =α=α=α ctg    

16.  а) αsin  б) αcos             17. а) αα cossin  б) αα cossin           21. 922 =+ yx     

22.  
��� 105010 ctgtgtg <<       23. а) негативен  б) позитивен    24.  '853,4,3 �=β== ba  

25.  '4575,'1514,63 �� =β=α=b           26.  '853,'5236,10,6 �� =β=α== ca  

 

 

 

1. 
5

4
sin,

5

3
cos,

5

4
cos =β=β=α ;  

3

1

20

1512
20

1615

4

3

5

3
5

4

4

3

=
−

−

=
−

−
         

2.  1, бидејќи 
�������� 20cos70sin,40cos50sin,60cos30sin,80cos10sin ====                       

3.  .
22

90
22

α
=







 α
−=







 γ
+

β
tgctgctg �          4. 

q

h
tg =α  и 

h

p
tg =α  

q

p
tg =α⇒ 2

 

5. 3,
3

3
,

2

1
sin =α=α=α ctgtg

         
6. 

5

5
,

6

6
cos,

6

5
sin =α=α=α ctg             

 7. 
44

22

44

22 2
,

2
sin

ba

ba
tg

ba

ba

−
=α

+
=α

        
8. 40         9. αctg    10.  α2ctg                                      

11.  α− 23tg . Упатство: ( ) ( )323266 cossincossin α+α=α+α                                                              

17. ( ) ( ) 2160cos60sin1
2

1

2

3
123 =⇒=+⇒=







+









⇒=− x

xx
xx

xx ��         

Решенија на задачите од ниво А и ниво Б од тема 2:  
Тригонометриски функции од остар агол во правоаголен триаголник 
 

Решенија на задачите од ниво В и ниво Г од тема 2:  
Тригонометриски функции од остар агол во правоаголен триаголник 
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18.     

     

α=α= 2sinsin bah ,  т.е. α=α sin2sin
b

a
 

( ) αα=α⇒α=α−=⇒
β

= cossin22sincos290sin2
2

sin2 �

b

a

b

a

 

( ) ( ) =α+αα−α=αα−α+α=α−=α 4224222222
coscossin2sincossincossin2sin12cos  

α−α=α−α= 2222 sincoscossin  

α−
α

=
α−α

αα
=

α
α

=α
222 1

2

sincos

cossin2

2cos

2sin
2

tg

tg
tg  

19. '4598,'728,'853 ��� =γ=β=α      20. 2,30;7,50;7,53 === bac    

21. { }102,304,321,18 32 ',71 28',90T = � � �
     

  

 

 

     1. Б     2.  A       3.  В      4.  Г      5. 
2

3
;  3       6.

 2

2
 7.   

�45    8.  194     

     9. 
7

24
,

24

7
,

25

24
cos =α=α=α ctgtg     10. а) αtg   б) 2  в) 

α2cos

2
  

11. .cos,sin α=α= cbca Од 6
cossin

2
2cossin

2

2 =⇒
αα

=⇒=αα⇒= c
p

cpcp
ab

cm 

556,115sin6 == �a cm, 79,515cos6 == �b cm. 

  Решение на писмена работа 2 
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12. 

  

      

pca
a

p

c

a

a

p

c

a

=⇒=⇒










=α

=α
2

sin

sin

 

      

qcb
b

q

c

b

b

q

c

b

=⇒=⇒










=α

=α
2

cos

cos

                                           

      

.2 pqh
h

p

q

h

h

p
tg

q

h
tg

=⇒=⇒










=α

=α
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 1. ( )1,0     2. 33,39,24 iii =−=−=−     3. Б      4. 0     5. а) i  б) 1−  в) i8−  г) 9−  д) i8      

6.  а) ii 2,2 −  б) ii 14,14 −  в) ii 19,19 −  г) ii 32,32 −      7.  а) ix =  б) ix =  в) ix 3=  г) ix −=         

8. а) 28−  б) 44−  в) i28−  г) 90           9.  Г       10.  ( )idbca +++         11.   i53+−        

12.  а) i97 +  б) i97 −−  в) i00 +  г) i33 −          13.  а) 2 8i− −  б) i100 +  в) i00 +  г) i29 −−                      

14. а) i1318 +  б) i941−  в) i816−  г) i4123 −−    15. а) i+1  б) i−1  в) i−  г) i
5

4

5

3
+               

16.  а) ( )7,7  б) ( )0,1  в) ( )0,55−  г) ( )0,1−    18. iz 321 += , iz 432 −= , iz +−= 53 , 4 2 5z i= − −                          

19. ( )1 2 7,6OM OM+ =
����� ������

, 
( )6,76721 =+=+ izz        20. а) iziz 43;43 +−=−+=                          

б) iziz 52;52 −=−−−=   в) iziz −=−−= 0;0   г) iziz 00;00 −=−−=      21. а) iz 72+=        

б) iz 72−=  в) iz 72 +=  г) iz 72+=−        22.  а) i35 +  б) ii 23;52 +−  в) i35 −  г) i35 − ;                                                             

2121 zzzz +=+          23. а) 10  б) 5  в) 50  г) 50  д) 50              24.  а) 3  б) 3  в) 3  г) 3 ;

zzzz −=−==        25.  а) 2,2 −== yx  б) 1,1 == yx  в) 3,1 == yx                                 

26.  а) ( )( )ixix 33 −+  б) ( )( )ixix 5252 −+   

 

 

 

  1. i    2. a) 9 3i+  б) 14 17i−    3. a) 3 13i+  б) 23 21i+      4. a) 
5 12

13 13
i− +  б) 

7 3

2 2
i+       

  5.  а)
6 12

5 5
i− −    б)

3 11

5 5
i− +     6.  1;0       7.  

13 9
,

10 10
−     8. 0       9. 20 38i+          

10. a)  2z i= +   б)  4 6z i= +       11.   1z i= − −       12.  а) 2, 3x y= = −  б) 1, 1x y= =         

 13.  а) 
11 13

,
29 29

x y= − =  б) 1, 1x y= =          14. а) ( ) ( )7 7x i x i− +  б) ( )( )a i b a i b+ −   

в) ( )( )4 3 4 3i i− +     15. 17z z z z= = − = − =
   

16.  а) 
6 5

5
 б) 

130

5
    

Решенија на задачите од ниво А и ниво Б од тема 3: 
Комплексни броеви 

 

Решенија на задачите од ниво В и ниво Г од тема 3:  
Комплексни броеви 
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 20.  Користиме  ( )3
2 11 2i i+ = +  и ( )3

2 11 2i i− = −  (трети корен од комплексен број има три 

вредности) 

 21. Користиме ( )2 2 2

1 2 1 2 1 22 Rez z z z z z+ = + +  и ( )2 2 2

1 2 1 2 1 22 Rez z z z z z− = + −    

 

  

 

1. В    2. А   3. Б    4. Г    5.  -1; -1     6. права; рамнина    7.  10; 10    8. ;z a bi z a bi= + = −     

 9. а) 1 i− +   б) 5 7i−   в) 6 17i+  

10. 

  

 

11. Re 7; Im 8= = −  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Решение на писмена работа 3 
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 1. 0,0 21 == xx           2.  0,0 21 == xx          3.  0,0 21 == xx         4.  2,0 21 == xx      

 5. 2,3 21 −== xx         6.  1,2 21 −== xx        7.  1,0 21 −== xx       8.  7,0 21 == xx       

9.  
2

9
,0 21 == xx         10.  

3

4
,0 21 == xx        11.  3,3 21 −== xx     12. ixix 3,3 21 −==      

13. 
3

7
,

3

7
21 −== xx                14.  ixix

3

2
,

3

2
21 −==               15.  3,2 21 == xx                      

16.  5,2 21 == xx                         17. 2,3 21 =−= xx                     18.  3,4 21 == xx                           

19.  4,5 21 =−= xx                        20.  5,6 21 =−= xx                    21.  5,2 21 −=−= xx                          

22.  ixix 23,23 21 −=+=            23.  ixix 35,35 21 −=+=         24.  ixix 37,37 21 −=+=      

25. 
2

1
,

3

2
21 −== xx                      26.  

2

3
,

3

2
21 −== xx                  27.  1 2

5 2
,

4 3
x x= − = −              

28.  
6

1
,

5

1
21 −== xx                     29. a) Реални и различни           б) Реални и еднакви 

в) Конјугирано комплексни    30. 1=m         31. 2−=m      32. 2m =        33. 3=m  

34. 0=m       35. 3=m       36. 2, 7p q=− =       37. 1,2 =−= qp        38. 3,3,4 ==−= aqp          

39. 01032 =−+ xx       40. 0,0 21 >> xx            41. ( )( )45 −+ xx          42. ( )( )212 +− xx   

43. ( )( )1223 +− xxx  

 

 

 

 

 

 

 

 

   Решенија на задачите од ниво А и ниво Б од тема 4: 
Квадратни равенки, дискриминанта и виетови формули 
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 1. 
2

1
,2 21 == xx           2.  

3

1
,3 21 == xx          3.  

20

1
,5 21 −== xx         4. 1≠m         5. 1=m      

6. 4=m        7. 3m = −       8. 2,2 21 −== mm      9. 2,2 21 −== mm        10. 4,4 21 −== mm  

11. 6,6 21 −== mm         12. 0=m         13. 1,0 21 == mm         14. [ )0,m∈ ∞       

15. ( ) ( ),0 1,m∈ −∞ ∪ ∞     16. 






−∈
2

1
,

2

3
m     17. 221 =+ xx ,  

2

11
21 =⋅ xx                                         

18.  ( ] [ )∞∪∞−∈ ,62,m   19.  721 =+ xx , 1221 =⋅ xx       20. 0342 =−− xx                                       

21. 01342 =+− xx      22. 
3

4
        23.  -13    

24. Различен знак и негативното решение по апсолутна вредност е поголемо. 

25. 0,0 >> qp           26. 0=p              27. 0,0 <= qp          28. 0,0 >= qp                           

29.  а) 1,
2

3
≠

+
+

x
x

x
    б) 

2

3
,

1

23
≠

+
+

x
x

x
   30. { }\ 3, 2, 1,1, 2,3D = − − −ℝ . Со замена за 0=x  

добиваме 0
3

1

2

1
1

3

1

2

1
1 =−−−++     31.  2±≠x . Смена Y

x

x
=

−
+

2

2
, .10,10 −== xx  

32. 1,2 ≠≠ xx .Решението е 7=x    33. { }\ 3,3D = −ℝ , нема решение   34. 

2,2 2

3

1 == xx  

35. За bxax ≠≠ ,  се добива равенката ( ) ( ) 032
22 =+++− baxbax , ( ) baxbax +=+= 21 ,

2

1
, 

за , 0, 0a b a b≠ ≠ ≠     37. 
16

33
m = −     38. ( ] [ )∞∪∞−∈ ,124,a      43. 1 1x = , 2

a b
x

a

− −
=          

44. 0,0 == ba  или  
2

9
,

4

9
== ba  или  

2

7
,

4

7
=−= ba      

 45. 1,4,4 21 === xxm ;  1,4,4 21 −==−= xxm  

  

   Решенија на задачите од ниво В и ниво Г од тема 4: 

Квадратни равенки, дискриминанта и виетови формули 
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1. В     2.  А     3.  А      4.  Д      5. 
3

1
,

3

1
−     6. { }\ 2,1ℝ     7.  -1     8.  

1

2

−
−
x

x
                                                     

  9. a) 42,1,1 −=== cba     б) 
( )

12

421411 2

2,1 ⋅

−⋅⋅−±−
=x в) 

6,7 21 =−= xx
  

 10. а)  2<m    б) 2=m    в) 2>m     

 11. а) { }\ 0fD = ℝ     б) 04174 2 =+− xx    в) 
4

1
,4 21 == xx     

 12. a)   :qp⇒                                                                      :pq⇒  

             0: 2 =++ qpxxp                                                    ( )( ) 0: 21 =−− xxxxq  

                          ⇓                                                                                 ⇓  

             ( )2

1 1 2 1 2: 0r x x x x x− + + =                                        0: 2112

2

1 =+−− xxxxxxxs  

                          ⇓                                                                                 ⇓  

             0: 2121

2

2 =+−− xxxxxxxr                                      ( )2

2 1 2 1 2: 0s x x x x x− + + =  

                          ⇓                                                                                 ⇓  

             ( ) ( ) 0: 1213 =−−− xxxxxxr                                           0: 2 =++ qpxxp  

                          ⇓  

             ( )( ) 0: 21 =−− xxxxq  

     б)   :q p¬ ⇒ ¬                                                                      :p q¬ ⇒ ¬  

           ( )( )1 2: 0q x x x x¬ − − ≠                                                   
2: 0p x px q¬ + + ≠  

                          ⇓                                                                                 ⇓  

            0: 2112

2

1 ≠+−− xxxxxxxt                                            ( )2

1 1 2 1 2: 0s x x x x x− + + ≠  

                          ⇓                                                                                 ⇓  

            ( )2

2 1 2 1 2: 0t x x x x x− + + ≠                                             0: 2112

2

2 ≠+−− xxxxxxxs  

                          ⇓                                                                                 ⇓  

             
2: 0p x px q¬ + + ≠                                                      ( ) ( ) 0: 1213 ≠−−− xxxxxxs

 

                                                                                                              ⇓  

                                                                                                ( )( )1 2: 0q x x x x¬ − − ≠
 

 
 
 

  Решение на писмена работа 4 
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 1. 1−= xy   за 1≠x         2.  б          3. а         4.  ( )( )( )( )5533 +−=− xxxx      

 5. xxy 32 +=         6.  ixixxx 2,2,1,1 4321 =−=−==        7.  в       8. б      9.   � = ℝ          

10.  [ )∞= ,2D     11.  a    12.  2    13. 
2yx =      14. Втор степен; две; линеарна; две.              

15. Подредени парови; вистинит исказ    16. подредени парови; вистинит исказ.                       

17.




=−+

=+

07

922

yx

yx
   18.  3,1 4,32,1 ±=±= xx       19. ixix 3, 4,32,1 ±=±=      20.  � = ℝ , 18=x         

21.  , 1D x= =ℝ          22.  ( ) ( ){ }2,5,5,2      23. ( ){ }1,4    24.  2
1

2

2 =+
x

x  ,   012 24 =+− xx       

25.  1333 =−+ xx       26.  ( ) ( ){ }3,2,2,3  

 

 

 

1. 
2

1
,2,32,32 4321 ==−−=+−= xxxx           2.  

2

31
,

2

1
,2 4,321

i
xxx

±
===                       

3.  
2

1
,2,

3

1
,3 4321 −==−== xxxx            4. { }\ 2,0,1D = −ℝ  , 2±≠x                                           

5.  { }\ 0, 3D = −ℝ , 4,1 21 −=−= xx      6. { }\ 4, 2, 1,1D = − − −ℝ  , 
2

731
,3,0 4,321

±
=−== xxx        

7. { }\ 0D = ℝ  , 
4

173
,

2

1
,1 4,321

±
=−== xxx              8. 

34,3

3

2,1

1
,,0

m
xmxm ±=±=≠     

10. 
32

3

−
−

m

mm
, 

3

2
±≠m          11. a) 03613 24 =+− xx         б) 03613 24 =++ xx                          

12. 
2

103
,

2

3
3,21

±−
=−= xx        13. 4=x         14. 1=x      15. 4=x     16. ( ) ( ){ }aaaa 3,2,2,3     

17. 















 ±±






 ±±
2

,,,
2

m
mm

m
    18.  ( ){ }1,1±±   19.  20 дена и 30 дена      20.  24 cm  и  32 cm   

21.  a) 2,2 21 =−= aa   б) ( ) ( )∞∪−∞−∈ ,22,a   в) ( )2,2−∈a    23. ( ) ( ){ }2,3,2,3 −=M  

       Решенија на задачите од ниво А и ниво Б од тема 5:   
Равенки што се сведуваат на решавање  квадратни равенки 

         Решенија на задачите од ниво В и ниво Г од тема 5:   
Равенки што се сведуваат на решавање квадратни равенки 
равенки 
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24.  I начин                                                                                         II начин 

( )333 /244 =−−+ xx                                                                       
34 tx =+  

( ) ( ) ( )( ) 844434434 3 23 2 =+−−++−+−+ xxxxxx                            84 3 −=− tx  

( )( ) ( )( ) 044443 333 =−−+−+− xxxx                                                      283 3 =−− tt  

44 −=∨= xx                                                                                                      
3 3 82 −=− tt  

25. Упатство: 32 tx =−  , т.е. 31 3 +=+ tx                                 88126 323 −=−+− tttt  

26. Упатство: 48 tx =+  , т.е. 168 4 −=− tx                         ( ) 026 =−tt , од каде  20 =∨= tt  

27.  33 tx =+  , т.е. 63 3 −=− tx                                                   т.е. 44 =∨−= xx  

Заменуваме во равенката и добиваме: 

33 3 66 =−− tt  

( )33 33 /66 −=− tt  

6636363 33233 −=−+− tttt  

( ) 0663 33 =−tt , од каде  3 60 =∨= tt   т.е. 33 =∨−= xx  

28. 21 tx =+  , т.е. 32 2 −=− tx      

Заменуваме во равенката и добиваме: 

132 =−− tt  

( )22 /13 −=− tt  

123 22 +−=− ttt  

42 =t , од каде 2=t , т.е. 3=x  
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   1. Б        2. В       3. A     4.  Д        5. 011;05 ≥−≥− xx ;  ( )2115 xx −=−   

   6.  2 ; 0          7. 15 cm, 8 cm 

   8. 

                                            

   9. a) 0232 =+− yy      б) 032 =−+ yy   в) 




−=

=−−

1

0522 2

yx

yy

 

 10. а)  2,1 4,32,1 ±=±= xx    б) 11=x    в) ( )1,1     

 11.  6,8 

 12. Упатство: 






 +






 −=−
x

x
x

x
x

x
111

2

2
 

                       42
11 2

2

2

2

−=−+=






 − y
x

x
x

x  
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 1. А    2. ; ; , 0
2

b
a

a

 − ∞ > 
ℝ ℝ  или , 0

2

b
a

a

 −∞ − <  
   3. В     4. ( )2

2 3y x= − −     5. 19;4     

 6.                                                                            7.         

 

 

 

 

    

 

9.  [ ), 3,f fD V= = − ∞ℝ         10.  ( )1 1
,0 ; , 0 ; 0, 1 ;

2 3
A B C
   − −   
   

       11.  
7

2
x =     12. 1x =    

 13. ( )14; , 2x = − −∞ −  f опаѓа         14.  
1

2,
3

x
 ∈ − 
 

        15.  ( ) ( ]1,4 ; 1; ,4fT x V= = −∞                      

16.  ( )2,7M −         17. { }3, 2, 1,0,1,2,3,4,5x∈ − − −                 18.  ( )2,2M = −                           

19.  M = ∅            20.    

2

2

2 0

2 0

x x

x x

 + ≥


− <
  или  

2

2

2 0

2 0

x x

x x

 + ≤


− >
  

x  0 1±  2±  

 
2x  0 1 4 

23x  0 3 12 

21

3
x  

 
0 

1

3
 

4

3
 

x  0 1±  2±  

 
2x  0 1 -4 

23x  0 -3 -12 

21

3
x  

 
0 

1

3
−  

4

3
−  

Решенија на задачите од ниво А и ниво Б тема 6: 
Квадратна функција и квадратна неравенка 
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1.   1) fD = ℝ   2) а) нема нули   б) Пресек со y −оската е ( )0, 4
   

3) Теме ( )3,1T −
   

4) график   5) [ )1,fV = ∞   6)  Правата 3x = − e oска на симетрија на параболата. 
 

7) Монотоност: за ( ), 3x∈ −∞ −   f  опаѓа, а за ( )3,x∈ − ∞   f  расте.                                                                                                                             

8) Знак:за ( ), 0.x f x∈ >ℝ     

 

2.  1) fD = ℝ   2) а) нули: 1 22, 8x x= − =   б) Пресек со y −оската е ( )0,8
   

3) Теме 
25

3,
2

T
 
 
    

 
4) график   5) 

25
,

2
fV

 = −∞  
  6)  Правата 3x = e oска на симетрија на параболата  

7) Монотоност: за ( ),3x∈ −∞   f  расте, а за ( )3,x∈ ∞   f  опаѓа                                                                                                                        

8) Знак: за ( )2,8x∈ −    ( ) 0f x > , а за ( ) ( ), 2 8,x∈ −∞ − ∪ ∞    ( ) 0f x < .  

 

3.   1) fD = ℝ   2) а) нули: 1 25, 3x x= − =  б) Пресек со y −оската е 
15

0,
8

 
 
   

3) Теме ( )1, 2T −
  

 
4) график   5) ( ], 2fV = −∞   6)  Правата 1x = − e oска на симетрија на параболата  

7) Монотоност: за ( ), 1x∈ −∞ −   f  расте, а за ( )1,x∈ − ∞   f  опаѓа                                                                                                                        

8) Знак:за ( )5,3x∈ −    ( ) 0f x > , а за ( ) ( ), 5 3,x∈ −∞ − ∪ ∞    ( ) 0f x < .  

 

4.   1) fD = ℝ   2) а) нули:
1 23 3 , 3 3x x= − − = − +   б) Пресек со y −оската е ( )0, 2

                        

3) Теме ( )3, 1T − −
  
4) график   5) [ )1,fV = − ∞   6)  Правата 3x = − e oска на симетрија на 

параболата.
 

7) Монотоност: за ( ), 3x∈ −∞ −   f  опаѓа, а за ( )3,x∈ − ∞   f
 
расте.                                                                                                                             

8) Знак: за ( )3 3 , 3 3x∈ − − − +    ( ) 0f x < , а за ( ) ( ), 3 3 3 3 ,x∈ −∞ − − ∪ − + ∞    

( ) 0f x > .  

Решенија на задачите од ниво В и ниво Г од тема 6: 
Квадратна функција и квадратна неравенка 
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7.   1) fD = ℝ   2) а) нули: 1 2 32, 0, 2x x x= − = =   б) Пресек со y − оската е ( )0,0
                        

3) Теме ( ) ( )1 21, 1 , 1, 1T T− − −
   

4) график: 

  
 

5) [ )1,fV = − ∞   6)  Правата 0x = e oска на симетрија  

7) Монотоност: за ( ) ( ), 1 0,1x∈ −∞ − ∪   f  опаѓа, а за ( ) ( )1,0 1,x∈ − ∪ ∞   f
 
расте.                                                                                                                             

8) Знак:за ( ) ( ), 2 2,x∈ −∞ − ∪ ∞    ( ) 0f x > , а за ( ) ( )2,0 0, 2x∈ − ∪    ( ) 0f x < .  

 

  8. Упатство: 
( ] [ )
( )

2

2

2

, , 0 1,

, 0,1

x x x
y x x

x x x

 − ∈ −∞ ∪ ∞
= − = 

− + ∈
 

  9. Упатство: 
, 0

, 0

x x
x

x x

≥
= 

− <
  , 

2

2

2 4 6 , 0

2 4 6 , 0

x x x
y

x x x

 − + ≥
= 

+ − <
 

10. 1, 2, 8a b c= − = − =          11. 4, 3p q= − =  

12. ( )22 2 2 2: , 2 , 4 0ax bx c mx n a m b mn c n b ac⇒ + + = + ⇒ = = = ⇒ − = . 

     ( )2
2 2 2: 4 0 2 2 .b ac b ac y ax bx c x acx c x a c⇐ − = ⇒ = ± ⇒ = + + = ± + = ±  

13. Ако ,x a t x t a+ = = − , тогаш ( ) ( ) ( )2
2f t t a t a= − + − + .  

     Значи, ( ) ( ) ( )2
2 2 2.f x a x a x a− = − + − +  

 

14. Нека DM е висина на трапезот ABCD  и нека AD x=  е крак, а CD y=  е помалата 

основа, тогаш 5 .
2

y
AM = − Од правоаголниот ABD∆ имаме 2 5 10

2

y
x

 = − ⋅ 
 

, т.е. 

250
.

5

x
y

−
=   

2
250 1

10 2 2 20
5 5

ABCD

x
L x x x

−
= + + = + +  , max 25L cm= , ако 5 , 5 .x cm y cm= =  

 

15.  
3 3 2

1 2

1 1
1

2 2
S x x a a= + = − − + . За max

1 9
, .

2 8
a S= − =  
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16. Упатство: Користи го тврдењето за 0a > дадено во НИВО Г. 

 
17. Упатство: Докажи дека 0D <  за секое m .  

 

18. 0 : , 2 .a b a c a< = − = −  

 

19. Упатство: ( )( )( )( )2 0, .b D a b c a b c b c a a c b> = − + + + − + − + −  

 

20. ( ) ( )3
,1 , 2 3,

2
fD

 = −∞ ∪ ∪ ∞  
 

 

21. ( ) ( )2
, 3 2, 1,

3
M

 = −∞ − ∪ − − ∪ ∞ 
 

 

 
22. За 3m < −  двете решенија се негативни; за 3 1m− < <  решенијата се со спротивен 

знак; за 
3

1
2

m< <  двете решенија се позитивни; за 
3

2
m >  решенијата се конјугирано 

комплексни.    
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   1. В    2. А    3. Б   4.  Д        5. ( )22 ;y ax bx c y a x= + + = −α +β      6.  0D <       

   7.  [ ]24 0, 2, 2fx D− ≥ = −     8.  ( )1,∞  

                                            

   9. a) 1, 2, 3a b c= − = − =      б) 1, 4α = − β =   в) ( )2
1 4y x= − + +

 

 10. [ ) ( )14,1 1,x∈ − ∪ ∞  

 11. a) 1 23, 1x x= − =   б) 
16

1,
3

T
 − 
 

  в)  ( )3,1x∈ −  ( ) 0f x > , ( ) ( ), 3 1,x∈ −∞ − ∪ ∞   ( ) 0f x < .  

12.  ( ) ( ) ( )2 2 22f t a t b t c a at at b bt cα− = α− + α− + = α − α + + α− + =  

                     
( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2

2 2
2

2 .

b
a a b t b c a a b t b c

a

a b b t b c a a b t b c f t

− = α + − α − + α + = α + − − + α + = 
 

= α + − + + α + = α + α + + α + = α +
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1. 
29P cm= , 13L cm=  2. 0 212 13 sin 45 78 2P cm= ⋅ ⋅ =     3. 

3 15

4
 

4. 90    5. 84P = , 
65

8
R = 4r =   6. 15,4cm  

7. 
248cm    8. 

232cm     9. 
236cm  

10. 
22 3

2

h
   11. 120     12. 

21053cm  

13. 300   14. 8     15. 4l cmπ=   

16. 84P π=     17. 2 : 2     18. 18 3   

19. 2     20. 
3

8 10 40 3
2

P = ⋅ =   21. 
2

1

2 90

7

P
d

d
= = . 

22. 21L = , 63P =   23. 36L = , 6 36sin 354 3P = ⋅  

 

 

 

 

1. 
2

3
a r=     2.    

21024cm     4. 
2 2

2 2

1 1

25 25

17 17

P a k

P a k
= = =  

5. 
248P cm=    6.  8π      7. 

227P cmπ=   

8.
24P cm=     9. 

2 23
27

4
P a cm= =   

 

 

   Решенија на задачите од ниво А и ниво Б од  
тема 7: Плоштина на рамнински фигури 

   Решенија на задачите од ниво В и ниво Г од  
тема 7: Плоштина на рамнински фигури 



297 
 

10. ( ) 2144 36P cmπ= +   

Упатство: 
 

 

 

 

 

 

 

 

12. ( )
2 2

2 3
6 2

r rπ
− −   13. 

2(4 1)

k

π π −
  14. 64 mπ  

15. 
sin

4

π α
   16. 4  и 

5 41

4
  18. 

( )2 3 3

3

r π−
 и 

( )2 2 3

6

r π−
 

19. 
2 1 1

2 1

2

r
tg

tg
α α

 + − 
 
 

 20. 

( )

4

2 2

2

4

a

k a k−
  21. 

2 2

4

c p−
 

22. 
159

32
   23. 

2

4

k
ctgα π 
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1. Г           2.  Г       3.  В      4.  Г        5. 4 6a =       6.
 

6 7r =       7.   24h cm=                                                    

8.  20L cm=          9. Триаголникот е правоаголен со 2c R= , па 12,5
2

c
R cm= =                              

10.   Од 2a b c+ = , 13c = ; , 5
2

a b
x x

−
= = ;  

2 2 2 , 12h c x h= − = ; 

226
12 156 .

2 2

a b
P h cm

+
= = ⋅ =                                                                                                   

11. 

2 2
2 2 2

2 2 3 3 3 3

3 6 9 36 4

a a a a a
P R r

   
= π− π = π− π = π− π = π      

   
 

12. 

 

  

DBC△ е рамнокрак правоаголен, па 2.BC h=  

  AEC△ е рамнокрак, па 2 .EC h=  

2 3
1

2

h
h− =  

( )
3 1

1 3 1

1

1 3

h h

h

h

+ =

+ =

=
+

 

( )
2

1
1
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